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数学 是 人 类 理 福 文明 高 度 的 结晶 。 数 学 文化 是 人 类 文明 的 重 
楼 组 成 部 分 。 中 国 和 其 他 文明 点 国都 曾 为 古代 的 数学 文化 做 出 过 
不 可 磨灭 的 贡献 。 数 学 对 近代 及 现代 科学 技术 与 生产 力 的 迅速 发 
展 起 了 重要 的 推动 作用 。 过 去 三 百年 中 ,物理 学 中 的 自然 界 的 基本 
规律 都 是 用 数学 表述 的 。 近 代 科 学 技术 新 纪元 的 开辟 者 和 牛顿 曾 将 
他 毕生 最 重要 的 着 作 命 名 为 《自然 哲学 的 数学 原理 4。20 TÉ £u: Б 
大 的 科学 家 爱 因 斯 坦 在 他 的 自述 文章 中 也 一 再 谈 到 数学 对 他 的 成 
长 和 对 他 毕生 成 就 的 根本 影响 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ,电子 计算 机 
的 发 明和 和 发展 , 数学 不 仅 是 整个 目 然 科学 的 基础 , 同时 也 是 工程 科 
学 和 技术 ., 信息 科学 和 技术 经济 科学 、 管理 科学 万 圣 某 些 人 文科 
学 必 不 可 少 的 工具 。 提高 人 才 的 数学 素质 已 成 为 一 项 追 在 导体 的 
重要 任务 . 

世界 上 第 一 次 真正 有 组 织 的 数学 竞赛 始 于 匈牙利 数学 竞赛 
( 1894 Æ), 一 个 奢 蛙 纪 的 数学 奥林匹克 活动 的 实 研 和 研究 证 明 , 科 
学 合理 地 举办 各 级 数学 奥林匹克 活动 ,对 于 传播 数学 思想 方法 . 激 
发 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 ,培养 学 生前 创新 精神 , 提高 学 生 的 数学 宗 
F. MA SERBE J. 促进 数学 教师 素质 的 提高 和 数学 教育 改革 , 发 展 和 
选拔 优秀 大 才 等 都 是 十 分 有 益 的 。 

如 何 更 为 科学 . 合理 , 有 效 地 开 赔 数学 奥林匹克 境 训 活动 , 是 
我 们 数学 教育 工作 者 所 面临 的 一 个 重要 课题 .建设 科学 .实用 的 培 
训 教 材 则 是 这 - -课题 取得 进展 的 一 大 关键 , 是 提高 教学 效益 .提高 
教学 质量 的 基本 保证 . 作为 一 种 党 试 , 椒 套 书 以 笔者 多年 亲自 培训 
数学 奥林匹克 选 于 积 票 的 经 验 为 基础 ， 以 其 多 的 国内 外 数学 奥 林 
匹克 文献 为 源泉 , 根据 现行 中 学 数学 教学 大 网, 按 年 级 分 为 初 一 分 


册 . 初 二 分 册 . 初 三 分 册 .高 一 分 册 . 商 二 分 册 .高 三 分 册 .方法 与 研 
究 分 册 进 行 编写 。 亿 融 奥林匹克 数学 的 理论 . 方法 与 应 用 为 一 体 ， 


充分 考虑 到 日 常 课堂 学 习 .各 级 数学 竞赛 的 不 同 要 求 , 以 知识 点 为 
主线 , 尽量 做 到 与 课堂 教学 同步 , ВАЛИК, ВРУ КУР 
申 扩 充 , 十 分 便利 学 咎 目 学 - 

数学 离 不 开 解 是 -. 问题 是 数学 的 心脏 ,数学 奥林匹克 是 解 题 的 
竞赛 。 要 提高 解 题 能 力 , 练 习 是 必 不 可 少 的 ,在 本 套 书 中 ,还 专门 沟 
初 … 至 高 三 各 年 级 配备 了 训练 稻 集 ,用 作 自 我 测试 与 评估 。 本 套 书 
所 选 例 ,习题 中 , 氏 有 传统 的 佳 题 , 又 有 国内 外 近 几 年 洒 现 的 住 题 ， 
还 有 作者 根据 身 妃 的 救 学 实 戚 编撰 的 新 题 ， 其 中 有 相当 一 部 分 对 
帮助 参加 中 .高 考 学 生 解 答 中 、 高 普 试 着 中 对 能 力 要 求 较 高 的 问题 
夫 有 帮助 ,相信 读者 通过 对 这 些 问 题 的 研讨 А, 22 2 яе НЕА. 

有 必要 指出 的 是 ， 本 书 还 有 助 于 帮助 读者 厂 除 对 数学 员 林 匹 
克 的 神秘 感 , 发 现 开发 户 己 身上 存在 的 巨大 洪 能 , Д АЕ, M 
而 进一步 大 胆 主 动 地 去 领略 数学 风采 ,探索 数学 革 窜 奥秘 .。 

本 套 书 可 殿中 等 及 中 等 以 上 程 诬 的 学 生 自 学 用 ， 也 可 作为 数 
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钱 展望 ”中 学 数学 特级 教师 ， 湖 北 省 数学 学 会 理 素 ， 武 汉 市 中 学 
数学 教研 会 副 会 长 中国 数 学 奥林匹克 高 级 教练 、 全 国教 育 系 统 劳动 横 
范 ， 全 国 “五 一 ”劳动 奖章 获得 者 ， 武 汉 市 首届 教育 界 十 位 名 师 之 一 
享受 国务 院 政府 特殊 津贴 

多 年 来 坚持 因材施教 .积极 探索 发 展 学 生 个 性 特长 ， 优 化 学 生 思维 
品质 的 中 学 数学 教育 新 路 .成 绩 斐 然 ， 所 辅导 的 武钢 三 中 学 生 中 ， 周 影 
等 多 人 在 国际 数学 奥林匹克 中 获 金牌 .先后 有 十 数 人 入 选 国 际 中 学 生 数 
学 奥林匹克 中 国 代表 队 。 参 与 撰写 了 《中 国 著名 特级 教师 教学 患 想 录 》 (国家 教委 负责 组 
织 、 柳 斌 主编 ， 获 第 三 届 国 家 图 书 奖 ) ， 论 文 《数学 教学 中 优化 学 生 思维 品质 的 做 法 》. 
《关于 数学 教学 的 启发 思考 》， 分 别 获得 武汉 市 首届 和 第 三 届 教 育 科 研 优秀 成 果 一 等 奖 . 
前 者 在 中 国教 育 学 会 成 立 十 周年 优秀 论文 评选 中 获奖 、 此 外 还 撰写 有 《数学 现 林 匹克 》 高 
中 知识 篇 、 小 学 提高 篇 (北京 大 学 出 版 社 ) ， 主 编 《走向 成 功 》 高 一 数学 . 高 三 数学 等 书 


ЖЕ 博士 研究 生 ， 特 级 教师 。 美 国 洛杉矶 加 州 州立 大 学 访问 学 
者 ， 中 国 数学 奥林匹克 高 级 教练 ， 湖北 省 十 大 杰出 青年 首届 湖北 青年 
五 四 奖章 获得 者 湖北 省 有 突出 贡献 的 中 青年 专家 .湖北 省 教育 科研 学 
术 带 头 人 ， 享 受 国务 院 政府 特殊 津贴 ，《 华 罗 庚 少年 数学 》 编 委 。 《中 
学 数学 》 编 委 : 

1993 年 任 第 33 届 国际 数学 奥林匹克 中 国 队 教练 ，1994 年 任 全 国 高 中 
数学 联赛 命题 组 成 员 ，1996 年 任 汉城 国际 数学 竞赛 中 国 队 主教 练 ， 取 得 
团体 冠军 和 两 枚 金牌 . 一 枚 银牌 、 一 枚 铜牌 的 佳绩 。 连 续 任 第 四 届 、 第 五 届 。 зла. 第 
七 属 全 国 华罗庚 金杯 赛 武汉 队 主 教练 、 获 全 国 华罗庚 金杯 赛 金牌 教练 奖 和 伯乐 奖 ，2001 年 
任 第 和 2 届 国 际 数学 奥林匹克 中 国 队 教练 

发 表 论文 40 余 篇 ， 翻 译 、 编 著 图 书 40 余 本 ， 论 文 《数学 奥林匹克 对 选手 的 能 力 要 求 》 
被 评 为 全 国 中 学 数学 期 刊 优秀 论文 专著 《奥林匹克 数学 教程 》 获 武汉 市 教育 学 会 优秀 专 
圭一 等 奖 、 在 国家 数学 竞赛 世界 联盟 第 三 次 会 议 上 交流 . VCD 教学 录像 《特级 教师 指导 学 
2) 获 全 国教 育 电 视 节 目 特别 奖 
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第 一 讲 集合 
知识 点 和 方法 述 要 


1. 集合 
(1) 一 组 对 偿 的 全 体形 成 集合 ,集合 是 数学 中 最 原始 的 概念 之 
一 .集合 里 各 个 对 像 叫做 这 个 集合 的 元 素 ,元 素 和 集合 之 间 的 关系 常 


用 符 导 扣 或 多 c ) 来 表示 ， 

(2) 含 有 有 限 个 元 素 的 集合 叫做 有 限 集 ,含有 无 限 冤 个 元 素 的 集 
合 叫做 无 限 集 . 

3) 列举 法 和 描述 法 是 通常 使 用 的 两 种 集合 的 表达 方式 . 几 个 最 
常见 的 数 集 用 专门 字母 表示 ,如 自然 数 集 记 作 六 ,整数 集 记 作 Z ,有 
理 数 集 记 作 9, 实数 集 记 作 R. 

(4) 集 合 中 元 素 具有 了 两 大 特性 :确定 性 和 互 异 性 .列举 法 表示 集 
合 时 ,元素 不 计较 顺序 ， 

2. ГЖ 

(ПЕН 4 中 任何 一 个 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 即 在 任何 x € 
A,A xE RB, MFE 4 ЕВ 的 子 集 , 记 作 ACB BoA). Hun] HIT 
何 -一 个 集合 都 是 它 自 身 的 一 个 子 集 . 若 4 E B 的 子 集 ,并 且 B 中 至 
少 有 一 个 元 素 不 属于 4 , 即 若 ACB EDIFE xo € ВИН xo ZA , М 
ËR 4 是 召 的 真子 集 , 记 作 4CB( 或 B5A). 

(2) 空 集 是 不 合 在 何 元 素 的 集合 , 记 作 Ø. Ti ОН 
子 集 , 是 任何 非 空 集合 的 真子 集 ， 

(3) 对 于 两 个 集合 А УВ, асв, НЫ B c 4, 则 称 两 个 集合 
相等 , 记 作 А = B. 

(4) 集 合 B 同 它 的 真子 集 4 之 间 关 系 的 文 氏 图 表示 ,如 图 1-1 
上 所 示 , 文 氏 图 形象 直观 ,是 解决 集合 与 集合 之 问 关 系 的 重要 工具 . 

І 


(5 ЫУЖА:АСА, СА; АСВНВСС, 
Масс; АсвАВСС, М Ac C. 


3. 交集 © 
(1) 由 所 有 属于 集合 4 且 属 于 集合 吾 的 元 素 


所 组 成 的 集合 ,叫做 А В 的 交集 , 记 和 作 ADR. BI 


几 门 召 = ixlx€ A Rx Bi. 图 1_1 
(2) 文 氏 图 1-2 中 的 阴影 部 分 ,表示 集合 A. 
В ФАП В. 


4. FR 

(]) 由 所 有 属于 A 或 属于 B 的 元 
系 组 成 的 集合 叫做 4 . 玉 的 并 集 , 记 和 作 
АЦВ, МАЦВ=1х|хСА k x C 
BI. 

(JARE 1-3 F, HERTA 图 1-2 
示 A.B JF AU 5. 

5. 由 所 有 属于 4 而 不 属于 


B 的 几 素 组 成 的 集合 , 称 为 4、B А 
的 差 集 , 记 作 AA ВА В. 229 

6. ЖФ 

(和 研究 集合 与 集合 的 关系 图 1-3 
时 ,在 某 种 情况 下 ,这 些 集 合 都 
是 某 一 给 定 集 合 的 子 集 , 这 个 给 定 的 集合 可 以 看 作 一 个 全 集 , 记 作 
1 .全 华 是 由 对 于 所 全 究 的 问题 而 言 的 一 个 相对 概念 , 它 包 含 我 们 所 
研究 的 各 个 集合 中 的 全 部 元 素 , 全 集 常 因 研究 问题 的 不 同 而 有 所 不 
问 ， 

ОЖ IKER, ACI i- 4 称 为 集合 4 关于 集合 1 的 补 集 . 记 
fE A 


(3) 文 氏 图 1-4 中 ,阴影 部 分 表示 4, 整 个 长 廊 形 内 部 表示 全 集 
1.4 是 对 于 给 定 的 全 集 / 而 言 的 , 当 研 究 补 集 4 时 ,首先 要 明确 
2 


TE], 

(4) 补 集 的 运算 :4U4= ЛАПА 
= #;А=А. 

7. 交集 ЖЕ AF5 8 AFER 
性 质 ; 


律 ). 


图 ] -4 


(ПАПА=А, АПА=А (RF 


(2)4UB= BUA,ANB= B A (В). 
((AUB)UC=AU(BU C), 

(ADB) CO АПСЕП C, (结合 律 ). 
(dJAU(B r С) = CAU BN AU GC). 

ANCBUC)=(4N 人 BU(ANC) (ДВ). 
{5АП(ВЫА)=А,АП(АОЦВ)=А (В). 
(6)4=4 其 中 4 是 全 集 了 的 子 集 ( 对 合 律 ). 
(АПВ) = АПВ, 

(АПВ) = AUB. 


其 中 4 、.B 是 全 集 的 于 集 . 


例 м 精 H 


我 们 知道 ,所 谓 集 合 就 是 指 某 些 对 象 的 全 体 . 集合 最 重要 的 特征 
是 要 能 明确 判断 任何 一 个 对 象 是 不 是 该 集合 的 元 素 , 换 铝 洒 涪 ,对 于 


一 个 对 象 a MEGA СА Ча Є 4 二 者 必 居 其 一 . 


例 1 已 知 8 是 由 实数 组 成 的 数 集 , 且 满 足 : 
(iy CS; 

(ПУ ES, MES. 

请 回答 了 列 问题 . 


(1) 证明: 者 2E5, 则 5 中 至 少 还 含有 其 他 两 个 元 素 ; 阁 a € 5, 


ТЕ $. 
а 


(2) 试 间 集 合 Шелл? 

解 (]) 当 @=2 时 ,了 -= 了 ;= -LRR 4265 
-a 1-2 

1 1 _1l . 

时 , -1€5. 又 当 a= - 18. =т= 2. 故 当 -1€5 时 ， 


有 二 ES. 以 上 说 明 , 当 2€ 5 时 ,5 中 至 少 还 有 元 素 - 1, 了 


若 aE 5 ,根据 (和 ) 知 ,一 E S. H(i ) 知 e 关 0, 进 而 可 知 
-ea 1 
[1 7-а l- a 


属于 s. 
(2) 因 1 ESRA € SIF, AELE S 为 单元 素 集 ,惟有 


即 а — a +1 = 0. Q) 
然而 加 无 实数 解 , 故 S Juj B6 ЛЬ. 

如 果 集 合 4 是 用 描述 性 语言 表达 的 ,如 

A = Ix | s HAHM P}; 

那么 判断 对 象 e 是 省 为 集合 4 的 元 素 的 基本 方法 ,就 是 检验 а ле 
RAM P. 

#2 М-ва х2 ү, х, уе. ЖЕ; 

(1)2Е-1ЕМ (ЕСА); 


(24k-2 C M (ЕЄ7); 
(DE pEM, Е М.М oq € M. 
证 明 (DA k, k-162Z,H 
2k-l=k-(k-lř, 
Ek-JEM (kEZ). 
4 


(2) 假 设 4k -2E M(kC Z). MFE z, yC Z, iE 
4k — 2 = x° - ү?, 
即 ( F(x + y) = 2(2k — 1). Ф 
НТ х- у,х+у ВАЖНАЕ, MAOA HIA РЕЯ ВЕ: 
奇数 或 4 的 倍数 . 而 中 式 右 过 是 2 的 倍数 但 不 是 4 的 信和 数 , 以 上 说 
明 ,中 式 不 能 成 立 ,4k -2%М. 
(З) p= xl- yi q = х2 – У, (д, Yi y. € Z), II 
pq = (al - у1) (93 ~ 52) 
= ala3 + yiya ~ ry — ви 
=《x1%2 一 yiya) _ (4152 _ x, yi), 
其 中 Xix- yiy2 € Ё, хух3- љу Є. 

所 以 РЕМ, 

两 个 集合 4 В 之 问 的 包含 关系 是 两 集合 间 关 系 的 一 个 重要 方 
面 .4CB( 或 有 4) 表 示 集 合 4 是 集合 8 的 子 集 , 意 味 着 集合 4 中 
的 任何 一 个 元 素 都 是 集合 B МК. ЗЕ, д В 中 至 少 有 一 个 元 
素 不 属于 4 ,那么 4cCB( 或 BDA), AE B 的 真子 集 ， 

ЁЗ ШЖ М= jxix=a +l, аЄМмі, Р= {уіу= 52-46 +5, 
ENI. ЕЯ: Ис Р. 

ЕВ Ех, м, 6 

хо = аё +1 = (4+2)? –- 4080 + 2) +5 (а Є N), 
H в0+2Е М, ЄР, M c P. 
34 =2 ВР, у=2-4х2+5=1 M IEP; Х аЄ МЕ, а2 +1 


>1. 所 以 ,1 C€ M. 
综 上 所 述 ИСР. 
Я4 设 集合 
М = julu = От +81 +41, т,п,{ EZ}, 
N = iv lv = 20р + 169 + 12ғ,р,9,ғЄ ZI. 


求证 : M = N. 

证 明 {ER Є М, WFE m,n, 7,4 

на = 12т + Bn + 4! 
= 20n + 161 + {m - n- l). 

PE, u € N, МИ MC N. 

ЕЖ nE N, 存 在 p,q CZ, BE 

v= 20р + 164 + 12r 
= 12г+8, (24) +4. (5р) 

Ма. ем, м NCM. 

综 上 所 述 , 有 M = N. 

两 集合 间 最 基本 的 运算 是 并" 运算“ 交 " 运 算 “ 差 "运算 . 

PIS ЖАА = - 3z+2=0.B=|xls2- a +(a-1)=0],C = 
Т т 2-01. A AUBA АПСЕСЖ а, т. 

解 ” 依 题 设 ,4= 11,21. А0В-= А, ВСА, ЖА В 至 多 
Е 1,2. EL x- ах + (а 1) = 0 6 I, a-t, AT 

(1) а-1=2,В 0 а= 3, ЖЕ В = 11,21; 

(П)а-1=1, а= 2, ШИ А = 111. 
И, а= 2,3. 

АПС = С.В ССА. ЕЖ C 含有 元 素 1,2 时 ,m=3, 此 时 4= 
C. 另 一 种 情形 是 = 名 ,此 时 ,方程 - mx +2= 澡 无 实 根 判 别 式 A 
= m8<0, 即 一 2y2 € m <22. FTA т 的 值 为 3 或 212<m<2 
42. 

#6 2СЯ5СМ, ,只 ES,S 中 其 他 元 素 都 是 平方 数 . 4(5) 表 示 
ЖАН, Ш s = та, аз, s а, |, № A( 5) = 


Liai tart +a), ACS) =85, А($ \ (92) =B4, R S PRAK 


ЛЖ. 
解 ” 设 集合 S 的 元 素数 为 n+1, 则 
n + 84 + 92 = (n + 1) . 85. 


ЖЕ n=l. 
H SAIR} = lanaz al O< a< a<: < we < az ЖЕЕ 
aí + G> +77 + dg + as = 8х7 = 588, 


В аа + -- + а > +724. + 6 


= Ç x6 x? x 13 = 91, 


ау < 588 ~ 91 = 497, 
进而 知 完全 平方 数 a= 222. 
注意 到 | 
127+ 22 + 3244245472422 = 588, 
ШС аз = 222 = 484, ЕЕ. 
Т Ba d 是 两 个 实数 ,集合 4,8,C 分 别 是 
А = (х,у) | x= n,y = an+t+b,nt 2, 
В = |(x,y) іх = m,y = 3m + 15тЕ 7), 
C = ((ж,у) a уга 1441. 
是 否 存 在 a,b 使 得 
(1ЈАПВ= 8; 
(jj )(a,b)C C 同时 成 立 . 
分 析 А,В пту: 
A= i(x,y)] y = аъ b,x € Zi, 
B= !(х,у) Ту = 3⁄2 + 15,x € Яі, 
АПВ 0 的 意思 是 存在 实数 a,4b 和 整数 x 使 得 y = oz + b = 32 + 
15 ЕР, (а, b) Е C KAK a? + 5 144.0, ПЕЕ У: En 
存在 实数 a ,8 ,使 得 


а? + b? = 144, Ф 
ах + b = За? + 15, (2) 
x C Z. D 


#25 
3⁄2 — ох + 15 - b = 0. 


因为 x € Z, ПИВА 
À = (— а)? - 12(15 – b) > 0, 
即 是 a == 180 – 125. МЕ 
a + b? > (180 - 12b) + b? = (6-6)? + 144 > 144. 
再 考虑 到 心 , 有 
144 < a? + b? «< 144, 

ВЫ а2+ b? = 144. ЖЕЎ b = 6,a = +64/3,А = ( -aY - 12(15— b) = 
0, 有 x= = +3, хот. 

从 而 表明 ,不 存在 实数 a ,8 ,使 得 ( |) CORRER.. 

例 8 已 知 集 合 4= l(x,y)laz+y=11,B= (x,y)|x + ay = 
li, C= Ка, 

(1724 а RAH. (AU B) C 为 含有 两 个 元 素 的 集合 ? 

(2) 当 а ВИНЫ (АЦВПС 为 全 有 三 个 元 素 的 集合 ? 

分 析 (AUB) С= (АПС) ОСВПС). АПС BE B D C 分 别 
为 方程 组 


ах + y = 1, . x + ay = l, 
[у l МЕА Ш 
| 2а l-a? ; 
BRE. ADREG y) = (0,1) (a r ah EMRE, y) 


1-42 2a 
-59) 0187225). 
(1 使 (4UBI) 站 CE 恰 有 两 个 元 素 的 情况 只 有 两 种 可 能 : 


2а _ 0 
la 
l-a 1, Ш 
l+a ` 

5 вт, 
1-а _ o: ü 
l+ <] ' 


HT а= 0; М asl. м a =O ЗТ, (AU BYP) Я 
PER. 
CHAU DNC а =, “НМ 


2а _ j —- a° 


l+ Тъжа? 
解 得 да = 一 1 +/2. 
Я 9 说 8 是 行 理 数 集 的 非 空 子 集 ЖЕ 
(| 2065; 
Ci) 车 х,уЕ5, € S: 
(ИЕ 095,4 > ZS 时 ,> S(x £0), 
求证 :对 任何 ие 5, ДЕЛЕ #1, #25 mE 5,1819 Ha 一 Ш] =u, us 7 


uy 二 5и, 

证 明 注意 到 S 是 有 理 数 集 的 非 空 于 集 有 日 0&S, 故 可 在 (i ) 中 
令 y=%, 得 1€ 5. 若 YE 5, 由 ( 刘 ) 知 十 E€ 5. 进 而 车 x,yE5, 由 ( Н) 
пр] xy 5. 

Ж х5,у5(х,у 0), Ж ze € S. ЯР ху 5, 由 前 知 ,存在 非 
ЕН 95, 96 Є $, 265, 265, 又 由 前 述 结论 ASS, 
А ПН ЖИ 

Ге 3112. (41? 

综 上 所 述 ,对 00:0), 9 € s. РЕ) 5.10) © 

49 ? А. 3] 7 4} N 49}? m à 
s, 2) C s. $ и (35) ut = |D) u, (59) u. 容易 验证 


la — М] = i- u= 5и. 


一 .选择 题 

1. Е Х = 12n + Кля) УЕ У {48 +105627) |2081 
ЗЕ: ( ). 

(А) ХСУ (В) ХУУ 

(С) X= Y (D) X= Y 

2. M,N 是 彼此 不 相等 的 两 个 非 空 集合 , MU N< P R P cC N, 
Ш МПМ = ( ). 


(А) М (B) N (C) P (D) ø 

3. 已 知 集合 时 = x1ly = x+11,T= laly = -2(х-5)| ,那么 
MN T = ( ). 
А, х,у) 1х =ЕЗ, у= +2! 
(В) {хі -1<х<5 
(C) 1х1 -1=х=9: 


(D) |х1х=5} 

4. ВНЕ М = ! 平 行 四 边 形 1,P = 13361,0 = ЖЖ, T = 
1 正方 形 | . 则 下 列 等 式 中 能 够 成 业 的 是 ( ). 

(А) (МПР)ИМ=М (В) ОЦР= М 

(С) MUT= PUO (0) (PINOUT= M 

5. PM - yly==-  l,xzC€CRI,N=lyly=x-,x€R|,i 
МПМ = ( ). 

(А) 100, = 1),(1,0)! (В) 11,01 

(С) 10,11 (D) -1, + æ) 

二 ,填空 题 


6. В 1= |< 10, ЄМ, АЙА = 121, А08 = 16.81, 
АПВ = 13,5,7| , 则 集合 4 为 

7. ВЯ А = |х, ху, ху - 11, РЕД, УСА В y=0.# 
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ОСА, А 中 元 素 和 是 

8. EWES А = ха - 2х +1=0, СА, хе В HÝ — TR 
Was _ 

9. 已 知 集合 P= lala’ ъа -6= 0), М = || тх -1=0}, НМ 
СР, т 取 值 所 成 的 集合 为 . 

10. ЕЖА = 2, 1.2 - x+ 11, B= 12у, -4,х+4,С= 
-4,7 R AIB=C,x= 

三 .解答 题 

11, GAMS A= 1110 + 35 2201, B= Ix] m+ = x=2m 
-1}, ANB =Ø ЖЗ m 的 范围 . 

12. BA A= 1а, у) 123 31, В = (х,у) 15 =32 -2|,Ж А 
ÑB. 

13. R A=]xl-2=x=al НАЯ, В = іүіу= 25 +3, хе 
АТ, С= [414 =х2,хЕА|, Н ССВ, ЖЖ a 的 取 值 范围 . 

14. ЯВ F jan ЕЕ: 

设 А,В 是 坐标 平面 上 两 个 点 集 , С, = Ку + y2= rl. E 
对 任何 720 都 有 C UA C C. U B.P Ac B. 

15. 设 anbe (i=1,2,3 55 TER, S 


5; = arbycy, 52 = @26361, 53 = 936162, 


T, = abyc,, To = абс, Ta = dac). 
设 由 51,55, 83,71, Г; T, 组 成 的 集合 至 多 有 两 个 元 素 ,证 明 : 
91+ 52+ 5; = ТР, + T, + Ts, 
16. 设 4 和 8 是 两 个 集合 , 设 集 合 ХИЕАПХ=ВПХ=АП 
В АЧВОХЕАЦВ, REG X. 


第 二 讲 ” 两 个 计数 的 基本 原理 


L 在 计数 过 程 中 ,来 法 原理 和 加 法 怕 理 是 两 个 所 依据 的 最 基本 
ЕЕ. 

(1) 乘法 原理 ”做 一 件 事 ,完成 它 需 要 ”个 步骤 ,做 第 一 步 有 
mi 种 不 同 的 方法 ,做 第 二 步 有 m НАИВ п 226 т, 
种 不 同 的 方法 ,那么 完成 这 件 事 的 所 有 方法 有 

N = ттт, 
р. 

运用 乘法 原理 ,关键 在 于 把 完成 一 件 事 的 全 过 程 作 多 重 选 取 的 
过 程 处 理 , 分 成 若干 阶段 ,每 一 阶段 都 是 从 相应 的 一 个 集合 中 挑选 -一 
个 元 素 , 考 虑 其 可 能 有 的 不 同方 式 数 ， 

(2) 加 法 原理 ”做 一 件 事 ,完成 它 可 以 有 n 类 方法 ,在 第 一 类 方 
法 中 有 m 种 不 同方 法 ,在 第 二 类 方法 中 有 m 种 不 同 的 方法 …… 在 
第 n 类 方法 中 有 m, 种 不 同 的 方法 ,那么 完成 这 件 事 共有 方法 

№ = mi + m + + m, 
种 . 

如 果 把 一 个 集合 分 成 若干 个 于 集 A, An A ,使 得 

(15 АПА, = (16у), 

(ü) ПА, =А(2=1,2,--,а), 

BARET A, Aros An 叫做 4 的 一 个 分 划 , 也 就 是 说 ,它们 的 
并 集 为 4 ,两 两 交集 为 空 集 ,满足 上 上 述 两 条 性 质 的 子 集 4 A2 Aas 
4 加 法 原 理 表 现 为 
14F=14I1+1421+ +I A |, 
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IE IA; АН А, 所 世 售 的 元 素 个 数 . 

上 述 用 集合 的 观点 表示 的 加 法 原理 ,更 突出 地 表明 ;运用 加 法 原 
理 计数 , 同 级 分 类 必须 依据 统一 的 分 类 标准 ,不 能 重复 或 遗漏， 

2. 计数 中 , 穷 举 法 ( 枚 举 法 ) 是 一 种 最 原始 最 基本 的 方法 . 所谓 
穷 举 法 , 即 通过 对 所 有 情形 的 一 一 列举 而 导致 结论 的 方法 . 若 所 计数 
自 不 大 时 ,使 用 这 种 方法 党 可 见效 . 

3. 容 斥 原理 ”对 于 任 一 集合 三 , 记 181 为 集合 下 的 元 素数 , 则 

(ТУ 1892-1 В, 1А, ЦА, = 141+ 1451 - lAN Al. 

{ПУ 2-2 жи, ША, ЦА = ldt ТА + iA i- 
ПАПА + ТА ПАЗ + A А0) + ТА, А.П Аз. 


2-1 2-2 


(Ü) 一般 地 , 当 m >2, 
AU AU eU Als X A 2 ТАПА + 
Igis=m la: јат 


> IA ТА = DANDA N Anl. 


кра Fa m 


容 斥 原理 是 加 法 原理 的 推广 . 如 果 诸 项 А, Aa, s А, 两 两 不 

交 , 容 斥 原理 即 为 如 法 原理 . 它 与 加 法 原理 的 区 别 在 于 后 者 要 求 将 被 

计数 的 集合 4 分 为 子 集 4 ,42，……4， 时 须 保 证 两 两 不 交 , 即 进行 分 

划 , 而 前 者 可 不 受 此 限制 . 

4. 规定 п! =n(n--1)(n-2)2:1. 

(У) 根据 加 法 原理 ,对 于 全 集 /1, 当 AC IB, 
ГРЕ=ГА НЕА, 
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即 141=171-141. 
由 此 马上 可 以 得 到 , 当 AUAU = U Anc I 


a UaU UAn iir- 14: 1+ У; РА ПА | 


Іа: J; m 


- 2, ГА ПАП A l+ С-ТА ПА ПС ПА, | 


рати рай т 


БАГ ЖЕН. 


яж 


Я1 如 果 直 角 汪 角形 的 边 长 可 表示 为 m° + n2, m° — n2 ,2 ma 
(m>n>1l,m,nC N), KE |N T 100, 问 这 样 的 直角 三 角形 有 多 少 
种 不 同情 形 ? 

分 析 KER NI 

m? + n2 < 100, 

所 以 т=9. 注意 到 m> п, ЗЕЕ: 

М т =2 НУ, п=[; 

4 т=З В, я =1,2; 

4 т=4 НУ, п =1,2,3; 

当 m=5 时 ,n=1,2,3,4: 

Ч т=б В, в=1,2.3,4,5; 

U т=7 Е, п =1,2,3,4,5,6; 

4 т=8 , п =1,2,3,4,5; 

Чт =9 Я, п=1,2,3,4. 

直角 三 角形 具体 组 成 情况 如 下 表 所 示 ， 

共有 不 同 的 直角 二 角形 

1+2+3+4+5+6+5+4 = 0( 种 ), 


#2 ЕЖА, а," ЖЕНИЯ. 

分 析 ЖАЛ оа, EMTEA Ø, a P ES 20 
lay, a | ,那么 它 的 子 集 有 91а, а, 1а, в ИТ ЕЯ 
lal 42, a ,那么 它 的 子 集 有 Ø, fal, 1021, | af, la azl, tas, 
milana іар, аз, oa 等 八 个 ,由 于 每 个 于 集 的 构成 取决 于 元 素 
aja, а, 是 属于 还 是 不 属于 该 集合 ,根据 乘法 原理 ,可 郑 集 合 4 
有 子 集 2 个 ,其 中 包括 6 МНЕ. 

例 3 有 壹 元 人 民 币 3 张 ,全 元 人 民 币 2 张 , 抬 元 大 民 币 4 张 , 伍 
HOART 1 РЕ, EAR, НВ РАН 
18° 

分 析 注意 到 取 2 张 伍 元 的 人 民 币 与 1 张 抬 元 人 民 币 币值 相 
癌 ,不 能 算 作 两 种 处 同 取 法 ,为 避免 重复 ,将 4 张 故 元 人 民 币 和 2> 张 
伍 元 人 民 币 的 " 换 成 "10 张 伍 元 大 民 币 ,二 者 所 起 的 作用 是 一 样 的 . 
间 样 一 线 值 抬 元 大 民 币 .2 张 伍 元 大 民 币 ,4 Кл А Вт" 
20 张 伍 元 人 民 币 ,于 是 问题 等 价 于 : 

有 一 元 人 民 币 3 张 , 伍 元 人 民 币 20 sk, 至 少 取 一 张 ,多 不 限 , 可 
取得 多 少 种 不 同 币值 

把 取 币 的 过 程 看 作 二 重 选取 过 程 ,从 3 张 壹 元 人 民 币 中 取 有 0, 
1,2,3 张 4 种 不 同情 形 , 从 20 张 伍 元 人 民 币 中 取 有 0,1,2,…20 张 21 
种 不 同情 形 ,根据 乘法 原理 ,有 
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4х 21 = 84 
种 不 同 币值 .但 必须 除去 壹 元 Th uy А19, сај ЊН 83 种 
ЖТИ. 
在 计数 过 程 中 常常 将 乘法 原理 和 加 法 原理 结合 使 用 . 
例 4 如 图 2 -3 所 示 的 棋盘 格 形 的 衡 道上 ,大 阴影 部 分 内 暂时 
不 能 通过 , 问 从 А 到 8 的 最 短路 线 有 多少 种 ? 


二 二 
Тк | 
ТЕТ) 


МУМУ | 


= 


82-3 82-4 

分 析 2-4, ЕМ 4 到 有 (不 经 过 阴影 部 分 ] 最 短路 线 分 
为 三 类 不 间 情 形 . 

(i) M A 经 过 P 到 8. 上 路 线 是 惟一 的 . 

(ii) M A 40 到 8. 由 于 从 4 到 0 有 $8 种 不 同上 路线 ,而 从 0 到 
B 又 有 8 种 不 同 路 线 , 根 据 乘法 原理 ,从 4 经 过 0 到 8 的 最 短路 线 
有 

8 x 8 = 64( 种 ). 

们 从 4 经 过 丸 到 有 .此 类 路 线 又 可 分 为 两 种 情形 

(1) M A BAREAN 到 下 ,路 线 是 惟一 的 ; 

(2) 从 4 经 尺 再 经 开 到 呈 , 其 中 从 4 到 尺 路 线 是 惟一 的 ,从 R 
到 歼 有 2 种 不 同 路 线 ,而 从 M AB LA 8 种 不 同 路 线 ,根据 乘法 原 
E ,此 类 路 线 有 1x2x8=16( 种 ). 

于 是 从 д £ R Bë M sü N 到 8 的 路 线 有 17 种 . 

根据 加 法 原理 ,所 求 路 线 共 有 
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1+ 64 + 17 = 8208). 

例 5 有 多 少 个 能 被 3 整除 而 又 含 数字 6 的 五 位 数 ? 

分 析 ”五 位 数 中 含有 数字 6 的 情况 比较 复杂 ,可 以 含有 一 个 6, 
二 个 在 …… 乃 至 五 个 6. 这 些 6 还 可 以 出 现在 各 个 不 同 的 数位 上 , 故 
正面 分 类 繁 难 .不 妨 从 反面 去 想 一 想 ,情形 就 简单 多 了 ,只 有 不 含有 
数字 6 一 类 ,只 须 从 被 3 整除 的 所 有 五 位 数 中 减 去 其 中 不 依 数 字 6 
的 数 即 可 求解 . 

从 10000 到 99999 这 90000 个 五 位 数 中 ,能 被 3 整除 的 五 位 数 有 
30000 +. 

再 厦 上 述 30000 个 数 中 不 会 数字 6 的 数 . 首先 最 两 位 数字 有 1, 
2,3,4,5,7,8,9 等 8 种 不 同情 形 ,而 千 位 . 百 位 .十 位 上 不 能 为 6, 均 
有 9 种 不 同情 形 . 个 位 上 除了 不 能 为 6 外 ,还 应 保证 整个 五 位 数 被 3 
整除 , 换 句 话说 , 当前 四 位 数字 之 和 为 3 除 余数 为 2 时 ,个 位 数 应 为 
1,4,7 中 一 个 ,当前 四 位 数字 之 和 被 3 除 余数 为 1 时 ,个 位 数字 可 为 
2,5,8 之 一 ,而 当 余 数 为 0 时 ,个 位 数 可 为 0,3,9 中 一 个 ,总 而 言 之， 
无 论 前 四 位 数字 如 何 , 个 位 数字 都 有 3 种 可 能 情形 .根据 乘法 原理 ， 
能 被 3 НАСТ 6 的 五 位 数 有 

8 xDxDxD9x3 = 17496( 个 ). 
因此 ,所 求 五 位 数 有 
30000 - 17496 = 12504( 个 )， 
避 繁 就 简 ,通过 从 总 数 中 淘汰 掉 易 于 计数 的 不 符合 要 求 的 情形 是 计 
数 中 常 采 用 的 手段 , 

йб 某 工厂 生产 一 批 玩 具 , 要 预先 制作 一 批 圆 环形 底板 .这 些 
底板 上 均匀 分 布 有 12 个 半球 形 止 洞 . 其 中 3 个 为 红色 .9 个 是 白色 ， 
如 图 2-S$ 所 示 . 若 两 个 洞 可 以 球 心 对 球 心 .红色 对 红色 ,白色 对 白色 
番 放 在 一 起 ,我 们 说 它 属 于 同一 规格 . 问 :该 工厂 生产 的 这 类 玩具 展 
板 一 共 可 以 有 多 少 种 不 同 的 规格 ” 

分 析 划 图 2- 5,. 先 假定 12 个 洞 都 为 白色 ,再 将 其 中 三 个 涂 上 成 
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红色 ,并 通过 旋转 将 A 处 的 球 保 证 为 红色 .由 4 А 
开始 顺 时 针 方 向 标 数 ,4 处 的 数 标 0, 其 他 的 洞 顺 
序 标 为 1,2,…,10,11. 三 红润 所 在 位 置 标的 数 记 
210,1, ,0< i<j. 显 然 ,i 可 以 取 值 2,3,4,…， 
11. 当 7=2 时 ,; 只 能 取 值 1, 只 有 一 种 取 法 ; 当 j 
=38},: 只 能 取 值 1,2, 共 2 种 ; 当 j)Y=4 时 ,i 可 以 
取 值 1,2,3, 共 3 种 ……… = ИВР, Е 可 以 取 值 1， 图 2-5 
2,…,10, 共 10 种 取 法 .因此 ,为 保证 位 于 4 处 的 稠 是 红色 的 ,共有 
[+2+ + 10 = 55 

种 涂 法 ， 

由 于 三 红 湄 没有 特殊 性 ,经 旋转 后 , 劳 二 红 洞 也 可 以 位 于 А 处 . 
而 属于 同一 类 的 涂 法 ,都 可 以 由 同一 类 中 选 定 的 一 种 涂 法 经 旋转 而 
得 到 . 

首先 ,知人 经 旋转 后 ,不 产生 新 的 涂 法 , 则 三 红 洞 的 位 置 必 是 (0,4， 
8) .其 次 , 若 经 旋转 后 将 第 二 个 红润 转 到 4 处 ,产生 新 的 涂 法 ,那么 
将 第 三 个 红 洞 转 到 А 时 必 产 生 第 三 种 涂 法 .否则 就 是 (0,4,8) .由 于 
只 有 二 个 红润 ,对 于 这 一 选 定 的 涂 法 ,经 旋转 只 能 产生 三 种 涂 法 . 因 
此 55 种 涂 法 除 (0,4,8) 外 ,还 有 54 种 ,其 中 任 一 种 都 与 某 二 种 属于 
同一 类 .所 以 有 不 问 规 格 的 玩具 底板 


> + 1 = 19{ 种 ). 


例 7 某 州 颁布 由 6 个 数字 组 成 的 车 肚 号 码 ( 由 0~9 的 数字 组 
成 ,该 州 规定 任何 两 个 牌号 至 少 有 两 个 数字 不 同 { 因 此 证 号 |027592| 
和 j02059 不 能 都 被 使 用 ), 试 决定 车 牌 证 号 最 多 有 多 少 个 ”给 出 证 
明 . 

解 ”由 5 个 数字 组 成 的 不 同 号 码 有 10 种 .对 每 个 5 位 数 号 码 
x1%2X%34x485; 再 在 后 面 洲 加 第 6 个 数字 xi, 其 规则 是 :xs 为 1,2,3, 
xass 的 和 的 个 位 数字 . 

对 于 任何 这 样 构造 出 来 的 两 个 不 同 数 : о азазадаѕав, 
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51b2b3b4bsbs. 至 少 有 一 个 数位 1 у 5, a= b. ЯН Э 
位 上 两 数字 不 同 , 则 保证 了 这 两 个 数 至 少 有 两 个 数字 不 同 . 香 则 公有 
一 个 数位 上 数字 不 同 ,ax 秋 站 ,同样 至 少 有 两 个 数字 不 同 .于 古 任 何 
两 个 按 上 面 作法 构造 的 六 位 数 至 少 有 两 个 数字 不 同 且 共有 10 +. 

FB AT 10° 458 =, | 2 
有 两 个 牌号 的 前 5 AH. 因而 它 
们 至 多 一 个 数字 不 同 . 故 车 牌 证 号 
至 多 10° 个 . 

#8 在 一 个 早上 依次 排 询 着 
Œ] | thay", а5 15 个 不 同 的 点 ‚ И 
图 2-6 所 示 . 从 中 取出 天 个 点 必 
出 二 -组 人 台 . 如果 在 这 天 个 点 的 任 
Д BJ sa, ЕК Е А qK Vq GB А ЖА Е 
КРОУ РА а, (РО, HH E a) 2—6 
属于 -组 合 , 贡 a, 和 as 都 不 属 
FE) MEEA GH k- 组合”. 对 手 上 =1,2,……,15, УЕ) 
所 有 的 合格 k- НЕВА ЗОВ ES). 

分 析 1- 组 全 显然 有 15 个 .再 看 2 -组 合 ， 
直接 从 а, ay ,4s 出 发 去 完成 2- 组 合 , 不 是 一 
пя Ве B 42 注意 到 题 讼 要 求 ,从 反 
面 考察 . 如 图 2- 了, 先 从 a 出 发 ,将 恰好 包含 两 个 z. 
а; 的 点 取出 来 , 放 在 一 个 圆周 上 ,可 以 看 到 任何 一 
个 -~ 组 合 都 不 可 能 包含 该 圆周 上 相 邻 两 点 ,这 图 ?1 
样 一 来 ,我 们 还 可 以 加 图 2 -8 所 示 , 再 分 别 作 两 
МЕ ‚Ем EAH | 02,05, Ч, Оу аа | + | (as бб, g, @12, ays! Я 
连同 图 2-? 了 中 所 标 数 组 io, ag пз, аю» m1}, 于 是 任何 一 个 -组 
合 是 合格 当 且 仅 当 : 它 不 包 会 任何 一 个 图 2 -8 或 图 2 -9 中 所 示 的 
区 局 上 的 相 仔 两 点 .由 于 这 三 个 轩 上 各 自 能 取出 的 两 两 不 相 邻 的 点 
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a, 


FON 2, AMA HET 6.19 А 
27 НК A ff ria k ЗН, ВП 
AF k>7, 48 Да) = 0. 

一 个 合格 的 6- 组合 ,必须 包 合 
每 个 圆周 上 不 相 邻 的 是 ,而 每 个 辐 
疝 上 不 相 邻 的 两 点 所 成 "点 对 " 皆 为 5 2-8 
个 ,根据 乘法 原理 可 得 

F6) = 5° = 125. 

每 个 合格 的 5- Нах ШЕ Ки — FA E Ek — a ЕК 
МЕ — ЖАН А Вт a XU. НЕЕ ,3 个 圆 中 取 1 
个 且 在 该 圆 的 5 个 点 中 取 1 点 有 15 种 取 法 ,而 在 其 余 的 两 圆周 不 相 
邻 点 所 成 “点 对 " 篆 为 5 个 .因此 浆 巾 蒋 法 原理 可 得 

K5) = 15 x 52 = 375. 

所 有 合格 的 4- 组 合 可 分 为 两 类 ;一 类 是 取 两 个 圆 ,每 个 圆周 上 

皮 一 对 不 相 邻 点 ,这 丰 有 


3 x 5? = 75( 种 ) 
不 同 取 法 ; 另 一 类 是 其 中 一 个 圆周 上 取 一 对 不 相 邻 点 ,其余 两 圆周 上 
各 取 一 点 ,不同 取 法 有 

Зх5х 5° = 375. 


根据 加 法 原理 ,可 得 
КА) = 75 + 375 = 450. 
类 似 有 
ЗУ = 5 +3х2х 52 = 275, 
fO) = 3х5 +3ж5 = 90. 
综 上 所 述 , 知 


15 6 
ЭКЮ = ХК) 
k=l k=1 
= 125 + 375 + 450 + 275 + 90 + 15 


= 1330. 
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ДНЕ, 92-7, 92-818 ТЕ 

Жо, НЕ, - 

(5+5 + 1)(5 +5 +1) (5 +5 +1) -Е= 1330 
种 符合 要 求 的 天 -组 合 ,这 是 因为 每 个 圆 抽 上 有 5 个 2- 组 合 ,5 个 1 
-组 合 , 每 种 符合 要 求 的 天 - 组 合 都 由 各 个 圆周 上 的 2- НА, 
合 构成 . 

Мо 某 歌舞 团 有 若 于 演员 ,他们 或 能 歌 ,或 善 关 ,或 精 弹 奏 , 其 
中 能 歌 的 有 24 人 EHNA 26 Л , 精 弹 奏 的 有 22 人 ;能 歌 善 舞 的 有 
$ 人 ,能 歌 精 弹 奏 的 有 10 À НЕЮ А X SIB п 
其 一 的 人 数 与 会 两 项 或 两 项 以 上 的 人 数 相等 , 求 

(1) 这 个 歌舞 团 的 演员 人 数 ; 

(2) 三 项 全 能 的 演员 人 数 . 

М iz 1= | 某 歌 舞 团 演员 | ,4 = ERAR), B = ЕЯ}, 
С= | 精 弹 奏 演员 | , 依 题 意 有 7= AU BUC. 

= ТАТ В 1+1 С1-1АП 8 1-18 ПС1-1СПА| 

+ АПВПСТ, 


Т-ТА ТВТ ВП CI СПА 1-21 АЙ ВПС, 


В i l= 24 + 26 + 22-58-10 - Jl + A BP CI, Ф 
A no D 
BI = x ТАПАП CI =y, RAD, ФЕ 

ату = 43, 
х + 4y = 58. 


Я = 46, у= 3. МЫ, ОРКИ М ЛЖ 46, J h — 8 2: BEHJ 
演员 人 数 为 3. 


2] 


— Е 
1. 从 甲 地 到 乙 地 ,每 天 有 直达 汽车 4 班 , 从 甲 邮 到 再 地 ,每 天 有 
5 个 班车 ,从 内 地 到 乙 地 ,每 天 有 3 个 班车 , 则 从 甲 地 到 乙 地 ,不 同 的 


ЖЕЛЕ ОЕ ( ). 
(A)12 (B)19 (C)32 (D)60 
2. ЖТТ P НИЕ 15, H УХЕ ВС t ВЕ СЕР ВС ОУ 
零 ), 则 该 城市 可 增加 的 电话 门 数 是 ( 2. 


(А)81х 10° (BJ9x10  (C)8x% MA x 10 


3. 用 五 种 不 同 的 颜色 给 项 中 四 个 区 域 涂 色 , 如 一 > 
果 每 一 区 域 涂 一 种 颜色 , 相 邻 区 域 不 能 同色 ,那么 不 С +) 


同 涂 色 方法 的 种 数 是 ( ). 
(А20 (В)135 (C (D)240 (第 3 题 ] 
4. 分 正方 形 的 每 边 4 等 分 , 取 分 点 为 顶点 可 以 
作出 三 角形 个 数 是 ( ). 


(А)104 (В) 8 (С)214 (D)216 
5. ЦА У К К,А ЖИКЕ À М 8 — pi 


人 写 的 贺卡 , 则 四 张 贺卡 不 同 的 分 配种 狐 为 ( ). 
(А)6 (В)9 (С)11 (0)23 
— И 


6. 将 3 封 信 投 入 4 个 不 同 的 信 简 , 有 种 不 同 的 投 法 ;4 名 
FEM 3 个 不 同 的 楼 梯 下 楼 ,有 种 不 同 的 下 法 . 
7. 三 边 均 为 整数 , 旦 最 长 边 为 11 的 二 角形 有 个 . 
8. 在 立方 体 的 展开 疼 里 ,不 同形 状 ( 邯 不 能 重合 ?的 图 有 
个 . 
9. 有 21 个 人 参加 收发 电报 培训 ,每 两 人 结 为 一 对 互 发 互 收 ,不 
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同 的 结对 方式 有 种， 

10. Њ 10000 小 的 正 整数 中 含有 数字 1 УЖО т. 

11. 一 个 国王 的 25 位 轩 士 围 坐 在 他 们 的 圆桌 旁 ,他 们 中 间 的 三 
位 被 派 去 杀 一 条 亚 龙 , 则 被 挑 杀 的 三 位 骑士 中 至 少 有 两 位 是 邻 座 的 
挑选 方法 有 种. 

三 .解答 题 

12. 用 数字 1,2 写 十 位 数 ,至 少 有 连续 了 位 都 是 1, 这 样 的 十 位 
数 有 多少 个 ? 

13. (1) 长 度 为 的 由 0,1 组 成 的 串 的 个 数 是 多 少 ? 【要 求 每 串 
至 少 有 一 个 1) 

(2) 有 多 少 种 方式 可 以 同时 产生 п 个 这 样 的 串 , 其 中 串 可 以 相 
同志 可 以 不同 ,但 每 串 至 少 有 一 个 1. 

(3) 5 是 一 个 具有 个 元 案 的 集合 .选取 5 的 天 个 子 集 ( 每 个 子 
集中 的 元 素 不 限 ) ,把 这 些 子 集 顺 序 地 记 作 B, B;,…, Bi, 对 S 的 每 
个 元 素 建 立 一 个 0,1 串 ,如 果 该 元 素 属于 B;, 则 对 应 串 中 第 j 项 为 
1 ,否则 为 0( 这 相当 于 每 个 子 集 В, В, В, 部 具有 一 个 长 度 为 n 
&УО, 128). 如 果 我 们 要 求 $ 的 每 一 个 元 素 至 少 属 于 一 个 子 集 , 则 每 
串 中 至 少 有 一 个 1, 那么 有 多 少 种 方法 可 选取 这 样 Б МАЈЕ, i 
这 些 子 集 的 并 集 等 于 S. 

14. $ 5 为 一 个 有 6 个 元 素 的 集合 , 问 有 多 少 种 不 同 的 分 法 可 
以 把 $ 分 成 两 个 不 一 定 不 同 的 子 集 , 使 得 这 两 个 子 集 的 并 集 怡 好 是 
57 选取 的 顺序 是 无 关 的 ( 即 不 导致 两 种 不 同 的 选 法 ,如 lay,cl| ,i$， 
с,4,е. fi F lb, cd, е, 上 ,acl 算 一 种 选 法 . 

15. 如 图 ,正方 体 ABCD - ABCD Ш р 
面 乒 , 有 一 动 点 PHM A 出 发 按 下 列 规则 向 
С 移动 : | 
(1) 点 PP 只 能 沿 着 正方 形 木 块 的 楼 线 或 表 | 
面 对 角 线 移动 ; | 


(第 15 81) 
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(2) А РАКЕТЕ, ВЫ РС, 缩短 . 动 点 РАН 
多 少 种 不 同 的 运行 路 线 ? 


24 


第 二 讲 ” 整 数 集 自然数 集 


1. ЖСЖ ГОП ЯЕ АН ИРЕ, E E АЈА ЗЕ HD) 
为 整数 (两 个 整数 的 商 不 一 定 是 整数 ). 

2. 整数 集 具有 离散 性 ,两 个 连续 整数 之 间 不 再 有 其 他 整数 . 任 
意 两 个 不 相等 的 整数 的 差 的 绝对 值 的 最 小 值 是 1. 

3，| 整 数 | = | 偶数 i 1 奇数 上 对 于 奇数 和 偶数 有 以 下 性 质 ， 

(|) 任意 多 个 偶数 的 和 EMAER. 

(1) 奇数 个 奇数 的 和 , 差 仍 是 奇数 . 

(Ш) 偶数 个 奇数 的 和 、 郑 为 俑 数 ， 

(№) 奇数 与 侦 数 的 和 为 奇数 ,其 积 为 偶数 . 

4， 目 然 数 包含 有 零 和 正 整 数 ,有 无限 个 ,为 了 用 有 限 个 数字 符号 
表示 出 无 限 个 自然 数 , 人 们 发 明了 进位 制 .我 们 通常 采用 十 进 制 记 数 ， 
10 是 这 种 进位 制 的 基 , 其 实 任意 天干 1 的 整数 上 都 可 以 作为 进位 制 的 
A. FFARR ЛЕ И Су (аа разара), ME 

№ = а + an kU! + t аз + ajk + ao, 
其 中 上 和 10,1.2 А-П ,Е=0,1,2,--*, п, {В а, 0. 

k 进 制 记 数 法 的 基本 原 邮 是 “过 点 进 1”. 

一 般 地 讲 , 末 注 明 基 的 记 数 式 都 表示 十 进 制 数 . 

5. 最 小 数 原 理 : 

(1) E 季 是 自然 数 集 的 一 个 非 空 子 集 , 则 上 中 必 有 最 小 数 ， 

(2) 设 于 是 实数 集 的 一 个 有 限 的 非 空 子 集 , 则 М 中 必 有 最 
АЖ. 

推论 ИМЕ B- Н ВИНУ 25736, МЕ 
ХЖ. 
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例 1 设 正 整数 4d 不 等 于 2,5,13, 证 明 在 集合 12,5,13, di 中 可 
以 找到 两 个 不 同 元 素 a.b, tE ab -1 不 是 完全 平方 数 . 

证 明 АЕН 2d ~],5d -1,13d 一 1 这 三 个 数 中 至 少 有 一 个 
不 是 完全 平方 数 即 可 .假设 


2d - 1 = x° (D 
5d - 1 = >°, (2) 
I3d - 1 = 2, D 


其 中 x,y,z 是 止 整数 . 

НОЯ x 是 育 数 ,不 妨 没 x=2n -1, 代 入 中 有 

2d -1 = (2а - 1), 
即 d = 2n - 2n + 1. 
н а EAR. НО ОМ y,z ВЯ, у=2р,. =24 N AG. GO 
可 得 
2d = & -p = (q + p)(q — р). 

因 24 是 偶数 , 即 д? - р’ 是 偶 数 ,所 以 p, q 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ,从 
НЗ g+ p д-р 都 是 偶数 , 即 2d 是 4 的 
倍数 ,因此 d ЧЕ. ТЕ. ПАЙ ИЕ. 

#12 在 100x100 的 正方 形 方 格 表 
中 每 小 格 中 写 一 个 整数 ,使 任何 两 个 相 
部 格 中 的 数 之 差不多 于 20, 求证 :至 少 有 
3 个 小 格 中 所 号 的 数 相间 ， 

ЕВ Е. J 38 ih S НЫ Г 图 3-1 
10000 个 数 , 设 这 10000 个 数 中 最 大 的 为 用 ,最 小 的 为 т. 如 图 3-1 
Ал, Л т ЕРМА М 所 在 方 格 画 一 折线 ,由 于 是 100 x 100 的 
表 , 这 条 折线 至 多 通过 199 个 方 格 , 没 这 些 方 格 中 的 效 依 次 是 ao = 
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та, G>" an, M = apa (n 197). 
由 题 设 ,有 aj- mg20, a- a5220,:: , M- а, 820. РЕН 
М —- m= (а-т) + (а-а) ++ (M о.) 
= Wina + 1) = 20 x 198 = 3960. 
所 以 , 表 中 最 多 填 了 3961 个 不 同 整 数 ,根据 抽 慑 原理 , 表 中 至 少 有 


[и |+1=3 
АННЕ КЖ. 

Я 3 ЁЎ пу, аз, 43.777, gg 是 1,2,…,1979 这 些 日 然 数 的 任 音 
一 个 排列 ,为 了 配对 , 令 aa =0, 从 计算 В, = а as; | 得 到 数列 
bii bast ,bow; 因 从 计算 cj = Вот by | 得 到 数列 cj ,co,… сз Я 
了 配对 , 令 ca = 0, 从 计算 d; = | ст el 得 到 数列 看, 如, 
du. 如 延 一 至 算 下 去 ,最 生得 到 一 个 数 x .求证 :x 是 偶数 . 

证 明 Но-о 林 侦 性 相同 ,所 以 bi + ba + 5 Бод 
与 а; + а + --- + азо а РН); cy + e; + + eas bi t Бов 
+ boo I FATER E], i 

1980 x 1979 


йр + Gə + ^^ + d| = [+24 ' + 1979 = 5 


是 偶数 ,所 以 ,x 是 偶数 . 
例 4 将 1,2,3,…,2n – 1,20 分 成 两 组 ,每 组 nn 个 数 . 设 a < 
qx <” < a, 为 按 弟 增 虎 序 写 出 的 第 一 组 数 ;58 > 58 > … > b, Л 
Гар ИЕ — ба, — b. l = nR. 
证 明 ”考察 任 一 对 数 а, br, ЕПК п, + < a, < 
а, b> te > h> n НН + ОТАН В, В, а, 
"san, ВА л, НЕ, ЛАВЕЛ KOT п. Ра, b, 中 必 有 一 
个 不 大 于 n, КАКА п, АНИМЕ М, m. ЖЕЕ, i Mi Ma 
2 于 
дЕ 
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Га |+] a, = а = b, | 
(Mi - mi) + (М, ma) + + СМ, - т) 
= (M, + M. + + Ma) — (mi + mi + + m.) 
= (в+ 1) + (а+2)+-+ (n +n) -42+ + n) 
2 
= n“. 
例 5 求 最 大 的 正 整 数 n ,使 不 等 式 
Š п 7 
lnk 13 Ф 
对 惟一 的 一 个 整数 上 成 立 ， 
Ж ОА 


—1 


6 
< т<. < 8 
«48 п < 56k < 498. | 
An +1 Z 49а — 1 PELRA n - 1 ТЕЖ. Ш n - 122 x 
56, 那 么 其 间 必 含有 至 少 2 个 56 的 倍数 ,于 是 
п-1 < 2 x 56, 
Ж п=112. Ч n = 12 时 ,有 
48 x 112 = 56 x 96 < 56х97 < 56 x 98 = 49 x 112, 


HF k=97, дЕ ЕКА ВЕ. НДИ, n = 112 ЖЖ. 
#6 iZ a,b,c а 是 正 整 数 且 满 是; =1- 大 -也 -车 给 定 а 


-hw x 1 
+ c = 1982, Н. 7>0, 求 证 :r> jog 
证 明 Жа 
_ 1 а c _ bd - ad - в 0 
рая bd >. 


所 以 bd - ad – be ЛЕЕ >. КИВ b =< d, ТАЯЙ 
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(1) # b= а= 1983, №] 
L 1 ] 
r = = 


bd > 19832 ” 1983 
( j ) # 1983 b < d WE a + e = 1982 , Я 


ее L 1. , S 
r = ` 1983 7 1983 > 1983 ” |983 


(И) 5 < 1983.<1983b = а, H 


_ 1 а с -4 c 
r= 7 3 dd T b ` 19833 
_ 1 1982а + (aQ + c) 
= 19835 i 
显然 ,a<t -1. EN r=1-7- 15-450 НТН 
| 198206 _ D + 1982 ol 
r = = 983 > 1983 


(iv) #7 SL 1983 < d < 19830, i 
1 1 | 
= Bd ” 19835? ? 19833 
综 上 所 述 ,命题 获 证 . 
例 7 三 角形 表 按 以 下 规划 给 出 ;在 第 
一 行 写 自然 数 a ,在 等 一 个 数 站 于 面 的 左 邻 их 
БЕО Е k +1 И a = 2 时, 表 如 Á А 
Maam TERRAN JAA A 
证 明 设 第 n=2) 行 中 数 p 与 g 相 等， 
日 二 是 出 现 相等 数 的 最 小 行 数 , 则 p Ej q 是 
Нё п -工行 中 数 r 和 和 s 通过 所 述 规则 以 不 同方 式 得 到 的 。 即 可 设 p 
=r gasti, AA ssr- LEAR a 到 数 * 的 路 线 中 ,可 能 进行 
过 “平方 "或 “加 1" ,而 进行 平方 的 最 大 数 不 大 于 -1( 因 为 8=r- 
1). 因此 , 数 * 是 在 进行 了 最 后 一 次 “平方 "后 又 至 少 进行 了 


г 


29 


2-1 - (1-1) = 2г- 2 
步 得 到 的 ,而 且 后 面 各 步 都 是 进行 的 “加 1”. 通 过 这 种 方式 从 a 到。 
步 数 不 少 于 2r- 1, 从 而 a 以 同样 的 步 数 得 到 的 任意 数 都 不 小 于 & + 
2r - 1, 注意 到 + 与 :在 同 一 行 里 ,此 与 a + 2r- 1> r FA. FA, f 
到 ; 的 方式 不 会 有 "平方 ” ,从 而 q 是 第 n 行 中 最 右边 的 数 , 也 就 是 最 
小 的 数 , 这 与 p = д FE. 

例 8 5,,5,, S, 为 非 空 整数 集合 ,对 于 分 别 代 表 1,2,3 中 某 一 
个 不 局 数 字 的 ij k, A C S. C S.M х- yC S. 

(1) 证 明 三 个 集合 中 件 少 有 两 个 相等 . 

(2) 三 个 集合 中 是 否 可 能 有 两 个 集合 无 公共 元 率 . 

分 析 这 是 一 个 较为 困难 的 问题 ,一 时 看 不 出 端倪 , 先 从 特殊 情 
形 下 手 探 路 . 

假若 某 全 集合 含有 零 元 素 , 如 0E S WER z€ S,,# 

zx -0Є S; 
Вр € $3, ИГ, S, C 53, EIE S3 S53, 所 以 S; = Sa. 

现 假 设 三 个 集合 S 5,, 53 都 不 含有 零 元 素 , 则 需 进一步 利用 题 
设 条 件 发 据 集 合 性 质 . 

P ES, yE SW x- yE 5;, 对 称 地 应 有 -x 全 53; 这 局 发 
我 们 证 明 : 若 хе 5,, 1-х 5, 其 他 集合 也 有 同样 的 性 质 , 事实 上 
这 点 不 难 做 到 .因为 当 yYE S,,y- x€ 53 НЕ, (у- х) - УЕ 81, BO- 
51, 这 使 我 们 进一步 想到 ,集合 51,5;,53 中 必 有 正 元 素 . 这 是 一 条 
重要 线索 ,考虑 极端 情 撒 . 设 e 为 三 个 集合 中 最 小 的 正 元 带 ,不妨 设 
aC Si ЕН b B S;, 5; RE FU. АИ bec 5;, 则 5b - a € 53, 
А о<5-с<ь, ВЖЕ. 

(2) 可 能 .如 $, = S. = | 奇数 上 5s = АЖ, ОЖД, E 
S, 和 S, 与 S, 无 公共 元 素 . 

例 9 ТЕ 191 HER О k 40001, Б. 9009 3817 位 数 
字 , 它 的 最 左边 的 数字 是 9, 问 了 中 有 多 少 个 元 素 以 9 为 最 左边 的 数 
£? 
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E НАШЕ, EY 的 最 左边 数字 是 93, 则 9 的 最 左边 数字 必 
定 是 1. 

否则 , 若 9:-! 的 最 左边 数字 是 2,3,4,5,6,7,8 寺 ,显然 9':"!x9 
=% 的 最 左边 数 为 1,2,3,4,5,6,7,8, 不 可 能 是 9. 

车 -的 最 在 边 数字 是 9 时 , 则 


9:-1 = 99-9, 
9' = 9-1 x 9 = 899---91, 
其 最 左边 的 数字 也 不 可 能 是 9. 


同时 ,我 们 注意 到 ,车 入 -的 最 左边 数字 是 2,3,4,5,6,7,8,9 
时 ,把 9:-! 再 乘 以 9, 最 左边 会 出 现 进位 , 即 9: 比 ¥-! 增 加 位 数 .而 
9:-! 的 最 左边 数字 是 1,9 的 最 左边 数字 是 9 时 ,从 9:-! 到 9' 没有 增 
加 位 数 . 这 就 是 说 ,从 9 到 9: 时 , 夺 引 最 左边 数字 是 9 НЯ 
НЯ ИУ. 

由 于 109005 4001 7,9902 3817 位 ,所 以 在 连续 求 9 ЕН, 
有 

4001 - 3817 = 184 

次 没有 进位 . 即 9: 有 184 个 元 素 以 9 为 最 左边 数字 ， 

例 10 17 的 一 个 倍数 写成 二 进 制 时 恰好 有 三 个 数字 1 ,证 明 : 它 
至 少 售 有 六 个 数字 ,而 如 果 怡 有 七 个 数字 0, 那么 它 是 偶数 ， 

证 明 ”注意 到 17=21+1, 它 在 二 进 制 中 是 (10001);,(10001); 的 
倍数 是 

(10001), x m = (10000), x m + m 

Ж т ААК 4 m = (а; азаза,),, НН a, = 0 8k 1, DH] 
(10001), x т = ( а: а2 зада а аза4 >, ХРЕН 1 的 个 数 必 为 
偶数 ,与 已 知 不 符 , 所 以 т 至 少 是 5 位 数 , (10001), x m 至 少 是 9 作 
数 , ОНЕ, 27010001), x m 恰好 有 三 个 数字 1, 则 它 至 少 有 六 个 数 年 
0. 

# (10001): x m 恰好 有 三 个 数字 1, 七 个 数字 0, 则 它 是 10 位 数 ， 
中 是 6 位 数 (通过 列 匀 法 竖 式 就 可 以 看 出 m 的 位 数 }, 因 此 设 т = 
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(1479304450), ОЕ (10001), хт 为 
(1 азазалаз as)? + (Газазаа а; 250000}. 

假设 а= 1, 则 在 а, ал, а 中 至 多 有 1 1, Ш a, = 0, ЖА 
(10001), х m = (10аза,а;1 азадаѕ1), + (100000), 至 少 有 4 个 工 无 
а =0% 0. ЧА а = 1, Ж А (10001), х m = 
(11 азада<базада;1), + (1000000), Æ a4 = 0 HJ, (10001), x m є 4 
АЕ а= 1, аз=0, (10001), x т 5 + 1, 都 与 已 知 不 符 ， 
所 以 ,只 有 as = 0, В0(10001 ), x m ERA. 


— Яя 

1， 某 数列 由 自然 数组 成 ,其 中 每 连续 17 项 之 和 为 偶数 , 任 连 续 
18 项 之 和 为 奇数 , 则 此 数列 至 多 有 O M. 

2. 在 一 种 游戏 中 , “魔术 师 ” 请 一 个 人 渭 意 想 一 个 三 位 数 abe ,并 
请 此 人 造山 5 个 数 acb , Бас, bca ;cab ,cba, 求 出 这 5 个 数 的 和 WW, 把 六 
告诉 “魔术 师 ”, 于 是 “魔术 师 " 就 可 以 说 出 这 个 人 所 想 的 数 aze， 

现在 设 М = 3194 ,请 你 做 “魔术 师 ", 求 出 的 数 mze 应 是 o. 

3. Ел! 表示 成 n -3 个 连续 自然 数 之 积 的 最 大 的 正 整 数 n 
是  _. 

4. 一 个 六 位 数 能 够 满足 下 列 条 件 的 称 其 为 “ 超 几 平方 数 ”;( Ú) 
它 的 数字 都 不 为 零 ;( ii) 它 是 一 个 完全 平方 数 ;( 前 ) 把 这 个 数 分 成 三 
段 ,前 遇 答 数字 ,中 间 两 位 数字 和 后 两 位 数字 组 成 的 两 位 数 都 是 完全 
平方 数 . 则 这 样 的 “超凡 平方 数 " 共 有 _ +. 

二 ,解答 题 

5. 给 定 20 个 不 超过 70 的 自然 数 ал, а», ^^, аж» a) < аз < < 
аз. HERH ЕЕ а; 一 akj > PESA 4 АЯА]. 

6. ЖА с 30 个 故事 ,它们 的 篇 幅 分 别 为 1,2,…， 
30 面 . 自 书 的 第 一 向 起 就 刊载 故事 ,后续 的 每 一 个 故事 都 另 起 一 面 ， 
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最 多 可 能 有 和 多少 个 故事 是 从 育 数 编号 的 面 起 法 的 ? 

7. (1) 求 出 一 对 自然 数 x,y ,使 得 xy + x 和 wy + 分别 是 不 同 
的 自然 数 的 平方 . 

(2) 能 否 在 988 到 1991 范围 内 求 到 这 样 的 x 和 y? 

8. xi, д 是 小 于 10000 的 两 个 且 然 数 , 用 这 两 个 数 可 以 作出 一 
Мр x ,x 于 | lx- al, 
|x, 一 x1 中 最 小 的 一 个 数 ,xs 等 于 | e rl, 1р xal, læ- жа |, | 
хо 31, læa = zal, x4 一 X41 中 最 小 的 一 个 数 ,…… ,对 于 每 一 个 数 ， 
比较 它 前 面 任意 两 个 不 同 数 之 差 的 绝对 值 ,再 取 其 中 最 小 的 一 个 .证 
HHB: xx = O. 

9. 已 知 在 两 个 连续 自然 数 平方 之 间 的 耕 干 个 不 同 的 上 且 然 数 . 求 
证 :它们 之 中 任 两 对 数 的 乘积 都 不 相等 . 

10. 设 p.gr, ЖЕЖ, H. 

Мр +14 +Уг = $, 
ИЕ: р, а, г METAR. 

ll. 在 宽大 无 迪 的 方 格 纸 上 ( 每 个 小 方 格 的 边 长 为 1) ЕА 
许 沿 着 小 方 格 的 边线 剪 开 .证 明 : 对 任意 整数 m > 12, 可 以 前 出 一 个 
面积 大 于 mn, 边 长 大 于 1 的 矩形 ,但 不 能 再 从 这 个 矩形 中 甬 出 一 个 面 
积 为 m 的 定形 ， 

12. 证 明 : 对 任意 整数 e 沁 5, 存 在 整数 Ь, с, c> b>a, а, 
b,c 是 一 直角 三 角形 的 二 边 长 . 


33 


第 四 讲 24 数 
知识 点 和 方法 述 要 


1, (1) 设 A,B 是 两 个 集合 ,如 果 按 照 某 种 对 应 法 则 六 对 于 集合 
4 中 的 任何 一 个 元 素 , 在 集合 中 中 都 有 惟一 的 元 素 和 它 对 应 ,这 梓 
的 对 庶 呀 做 从 集合 4 到 集合 А 的 上 映射, 记 作 ;4 一 B, 和 4 中 元 素 а 
А B PER b Ша И, ЧИ. ВА B 可 以 是 
数 集 、 点 集 或 其 他 集合 .映射 f: А-В 有 以 下 三 个 特征 ; 

(ПА 中 任 一 元 素 在 B PRAS, НЫ 

(А 中 不 同 元 素 在 如 中 可 以 有 相同 的 每; 

(ii) 不 要 求 В 中 所 有 元 素 在 4 中 都 有 原 象 , 若 象 的 集合 为 0, 则 
ССВ. 

MENER R 2 [aj А НЯНИ Ж, Я f; А В 
包括 二 个 部 分 :集合 4 ,集合 ,集合 4 到 集合 8 的 对 应 法 则 f. 这 里 
А, В 位 置 不 可 调换 ,f: АВ 与 f: ВА Хр. УР 
Г: АВ ВТА 4 , 象 属 于 集合 B, 对 于 映射 f: ВА, МН 
Б. 

(2) 对 于 映射 АВ, В 中 每 个 元 素 都 有 原 象 , 风 称 为 4 
到 8 上 的 满 射 (或 全 射 ), # 4 中 不 同 元 素 有 不 同 的 象 , 则 称 了 为 4 
HR 的 单 射 , 若 f 了 既是 满 射 又 是 单 射 , 则 称 站 为 双 射 或 一 一 上 映射， 

(3) МА, В АДЕН СА АЖ. ХЕТ А 是 函数 的 定 
LR, B ERRER. РАДЕ РЕ. АЖ f: 4 一 BB 由 定义 
域 4, 值 域 呈 及 对 应 法 由 了 组 成 ,两 个 函数 必须 定义 域 . 值 域 和 对 应 
法 则 完全 相同 时 才 去 示 同 一 函数 , 因 值 域 是 自 变 量 取 和 定义 域内 一 切 
俏 时 函数 悄 的 集合 ,出 定义 域 和 对 应 法 则 所 决定 ,所 以 ,判断 两 图 数 
EAER 一 函数 ,主要 看 它们 的 定义 域 和 对 应 法 则 是 否 相同 . 

34 


2. (1) BRAR у= (х), НЕХ Я A, ERA С, МЕ 
T у= f(x) 中 解 得 x = ф(у), АЎ х = oly RRR у= (х) 
REICHE х= (у) ЗУНА к, y fE 广 !(y) 改 写成 y= 广 
《xz 六 以 后 若 不 作 说 明 均 乐 用 这 种 写法 ). 

(2) 对 于 一 个 函数 у= f(x), ШЕТЕН ЈЕ у= Cx), H 
么 函数 у= ДА) ВЕ у= fÉ (ЖЖ, у= f(x) 与 y= 
(x) 的 定义 域 . 值 域 分 别 是 原来 函数 y = a НИВА ЕХЕ A 
(Их) = х,у) = у. 

(3) 函数 y = f(x) 存 在 反 函 数 的 前 提 是 对 于 у 在 值 域 中 的 任何 

一 个 值 ,通过 式 子 x = ф(у) (А у= Их) ФАЯ), ЛЕХ ХР 
惟一 确定 的 值 和 它 对 应 , 求 反 函 数 的 一 般 步 骤 是 :(i 站 把 范 数 式 y=f 
(x) 看 作 以 x 为 末 知 数 的 方程 解 出 x = р (у): (AS 
зох ИННЫ. 
定义 域 . 求 分 段 函 数 的 反 函 数 应 分 段 进行 . 

(4) 函数 y = Ах) Иже БЕ у = 7 (х) 
Нё у= х З; ТА (а, БЕ у= (х) ЮЕ Е, (Б, а РЕ 
HREM y = ORKER Е, 2 2 uk . НАРА 
同 的 单调 性 . 

3. (ПЖ y = x° ШИН, АН х ESER, ЕЯ 
只 限于 a 为 有 理 数 ) 


(2) НА y=x"(n = + 了 p QC N, pq AM, p=0)R E 
X bk AEIR: 


JRB № [0,+w) | (+=) | 
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= x? =Y T 


Я (-м,+%)| (— e ,0)U(0, + ә) 


(3) 图 4- 上 为 一 些 有 代表 性 的 函数 在 
第 一 象限 内 的 图 索 . 可 以 看 出 : 

(i п> 0 时 ,图 象 过 (0,0)、(1,1) 两 点 ， 
ERKEL, + о) E, RAIE у Bü 增 大 而 增 
K. 

(i) m<0 时 ,图 象 过 (1,1) 点 ,在 区 间 {0， 
+ >) М, БАФИН у Bñ x 的 增 大 而 减 小 . 

(i) 在 第 一 象限 内 ,位 于 直线 x = 1 左 便 图 4-1 
的 图 象 从 下 到 上 ,相应 的 指数 由 大 变 小 .反之 ,位 于 直线 x = 1 A fll 
的 图 象 由 上 到 下 ,相应 的 指数 由 小 变 大 . 

4. (Т) ГАЈЕ ЙО У ЗЕБ Зр: ЖРА у= (a € R) 
指数 旺 数 у= а (а> 0, а ПП: СР у = орк (a > 0, аз 1); = 
ра y = sinx, y = ex, ү = tany, у = сох = 2 — ft РЖ y = a- 
sing, = атесовх , у = arctanx, у = areeotx 等 . 

(2) 设 f(x) 是 一 个 函数 ,定义 域 为 4, 值 域 为 B; g(x) 7 — A 
数 ,定义 域 为 CERA D, 

Fix) = fg(x)] = f° g 
称 为 上 和 8 НАЯ ТЖ, HERA СИЕ р(х) AA 的 x 的 集 
Zx 


Е 


х-1 


由 基本 初等 函数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 晒 数 复合 步 桶 而 
成 的 函数 称 为 初等 函数 ,否则 称 为 非 初等 本 数 ， 
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例题 S H 


例 1 (1) BH flx)=2x +1, (2x +1); 

(2) 已 知 fOx+1)=2x +1, f(x); 

(3) ЯД ам, 00) =0,Н 

f(x + 1) = Их) +x +1, 

试 求 f(x) 的 解析 式 ; 

(4) 已 知 /(z)=3x-l,g(x)=2x=+3,B ЛА) =2(х),2Ж 
h( x). 

解 (1) 2x +1)=2(2x +12+ 1=8x2+8&z +3. 


(2) Фа, = G - 1), TE 


Рб) = 21-5 (1 -1)] + 1 = 560 ~ 21 +3), 


ВЯ (a) = (2 -2=+3). 
(3) № Их) = ax? + bx + cla 20), fF(0) = 0, с =0 А.Н 
[2a +Ë = b+4l, 


a + b = 1. 


解 得 Е 


(4) ЯМ ЛАС) 1 = 3А(х) -1, Н. 
flh(x)] = g(x) = 25 +3, 
所 以 ЗА (х} -1 = 25 +3, 
即 (х) = 20542), 
Е М2) 3) 中 分 别 采 用 了 换 匹 法 .待定 系数 法 ， 
#2 求 下 列 函 数 的 定义 域 ; 
vV atle 1-2 


x-l ' 


(1) y= 
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E (1) 
x - 1 > 0, D 
(ieo D 
x — 1 >= 0. (3) 


НОСУ х= +1, ROF х1, НЫ х= -1. 函数 的 定义 域 为 
917 


2 = 3 
(2) 全 19 9 


х+іх1>0. Ф 
HOR хи, НО x > 0. МНЯ 2 5029 (0, +) U 
(бо). 
Е НЕО kawa 须 是 两 个 非 空 数 集 ,否则 不 是 函数 .如 
1 =2Vw-1+V1~z- 了 -, 因 «的 集合 为 乡 , 故 它 不 是 函数 . 


例 3 РЕ, 
(1) f(x Win asua -1,2]); 


(D = 51 =: 

(3) х) = x+2/ x+l. 

М (ИД: 205-292. 2..0) 608038 — ВИ, 
其 最 小 值 05) =+. = -1T,FCx) 有 最 大 值 /( - 1) = 13, ЖЖ 


数 的 值 域 为 [> ,13]. 
(2) 记 y = f( x) , I] 
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可 变 为 ух? - х+2у+1 = 0. 
м у ов, д=1; 4 ужо, Д = 1 4у(2у +1) 20, I 


В, (y о). 所 以 ,函数 值 域 为 [ - 153. 


=1 +53] 
— 1. 
(3) И x +l1= М 10, Нх=й-1. РА 
Ка) = Ë l+ 2: = (t + 12 —- 2 (z > 0). 
所 以 ,函数 值 域 为 [ - 1, +). 
例 4 EA r:(0,1) R, B 


x, х 90, 
fix) -| 


pti x= Tog) = 10 < p < 4. 


МЄТ, Хун К Сх) КИВ. 
, а T 6. а 
解 Я х= (5,9 ,了 为 既 约 分 数 , 则 


CEPR TE 2286517. B 


b 
所 以 р) - 


== 


从 
loo 一 一 
| 
O 
буч 


чо 
<= 
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进而 有 
8 
fy) = < 9 + 


>ц КА х) 
О 人 


例 5 为 了 尽快 改善 职工 住房 困难 ， 或 励 个 人 购房 和 积累 建 房 


基金 ,决定 住 公房 的 职工 必须 按 基本 工资 的 高 低 交 纳 建 房 公积金 ,办 
法 如 下 : 
次 公积金 


不 交纳 
元 
超过 200 元 部 分 交纳 10% 


100 元 至 200 元 部 分 交纳 5% 
200 元 至 300 元 部 分 交纳 10% 
超过 300 元 部 分 交纳 15% 


设 职工 每 日 工资 沟 x 元 ,交纳 公积金 后 实 得 数 为 y 雹 , 求 y 与 x 
之 间 的 函数 解析 式 并 画 出 图 象 . 
解 (р 当 0< д < 00 №, у= х; 


(П) 当 100=х<200 RJ , 
y = 100 + (х — 100)(1 - 5%) 


= 0, 95x + 5; 


(1) 当 200 x <300 HJ , 
y = 100 + 100(1 - 5%) 


+ (х – 200) (1 – 10% ) 
= 0. 9х + 15; 


(М Ч x > 300 HJ, y = 100 + 100 (1 - 5%} + 100(1 - 10%) + 
(x – 300)(1 -15% ) =0. 85x + 30; 
因此 ,x 与 x 之 间 的 函数 解析 式 表示 如 下 : 
х, Ü < xz < 100; 
[0.95x +5, 10 < x < 200; 
 |0.9х +15, 200 = х < 300; 
0.85х + 30, х >= 300. 
图 象 为 图 4 - 2 中 折线 . 
一 般 地 ,由 于 分 段 国 数 在 每 段 上 具有 
不 同 的 对 应 法 则 ,因此 ,在 求 分 段 函 数值 1 “> | 
Вр НТА РЕЧТА, Ер в Г 
ао Т W С 
ХРА РА, ОЕ H; A Ир | 


y 


段 讨 论 . 
о жр 4-2 
„10-195 < 0 
Y” {2-10 х1) 
RJ ра. 
解 `o l< x <0OBE h у= - х,19 
x =— v (0 <у< 1); 
У 0=x=1BFE, H y=x-1,Ë8 
x= y+] (-1<у=0). 
x + 1 -і= x = 0, 
mD вн | 一 s MARREN. 


本 例 也 可 以 利用 互 为 反 函 数 的 图 象 的 性 质 求解 ,请 读者 自行 完成 
WT И) = as 1), ЖУ Зр) ВИН. 


R 令 f(x) = 15 = у, 8 


1-х 
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于 是 F'O) = El < 0) 


从 而 ,有 广 (- 了) = - — 22 
q -4 


Е ЖЕНЯ ИЕ UR ERALA, RARE 


Ka) =- 0а <- 1) 
的 x 的 值 , 即 求 满足 
l 
| D 
x < — |, (2) 
НО, С x= -2, РНЕ < 的 值 . 
18 Ко) = Еж 
Дт + А 7) + Дт) + Е + 1001] 


ГА 
ят 逐 项 累加 是 不 合适 的 ,注意 到 /1000] =/(1- 4) , 作 


= HN: 
Л 001) + 19% = 1001) + Д!- 001) 


_ 4 4! - 700 
I t L 
410001 +2 4 i +2 


47 2 
_— + 1 
41001 +2 4001 + 2 
1. 
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进一步 考察 ,有 
1001-4 
A) + 1001) _ 41001 + 4 1001 _ | 
1001 1001 a aa 
(1= k = 500) ,从 而 可 知 ,所 求 和 式 的 值 为 500. 
Я) МЕНЕЕ Е, HWE 
п – 3 {п = 1000); 
fn) = ress) (a < 1000). 
Ж /(100)8948. 


分 析 ЗЕ n = 1000 ЯД ER E X. Æ n = 1000, И] uJ НЕ 
出 六 an) ,然而 欲求 的 是 A100) 的 值 ,直接 代 换 就 难以 达到 目的 了 ,一 
神 自然 的 想法 是 先 在 n = 1000 的 附近 探求 -- 下 ,看 是 否 能 找到 能 解 
ВУЧЕ АУА П. 

999) = f] fÉ(999 +5) ] = 701004) ] = 701001) = 

998) = 10998 + 5) ] = (1003) 1 = #01000) = чот, 
FT) = д 30997 + 5) ] = fl £C 1002) ] = (999) = 998, 
} 
] = 


#996) = 70996 +5) 1 = 701001) ] = 30998) = 997, 
(905) = 10995 + 5) ) = A £(1000) ] =/(97) = 
据 上 所 述 ,可 以 猜想 
998 (n ЯН), ~ 
fin?) = lw (n 为 偶数 ). ° 
再 作 进 一 步 论证 .事实 上 ,对 于 任 一 小 于 995 的 自然 数 п, ВЕН 
RÉ m, E 
005 = n + Sm = 999. 
# п+5т = 995 112061 m ГК Хх — K Hi uE T; E S 
地 代 换 后 有 
Кв) = К: (995)... 


ще £ 


复 利用 式 中 ,经 过 т + 1 次 运算 , 即 可 得 到 
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Kn) = [998 (л 为 奇数 , т 为 偶数 ); 
997 (п (К, в 为 奇数 ). 
[E] E АГЕ НЕЕ. 
所 以 (100) = 997. 
$110 ER, В ТЕГА ЗЕР РА 户 满 足 条 


O) 对 所 有 非 零 实数 х (а) = СЕ); 
{ 对 所 有 xs -的 非 零 实数 对 (x,y), 有 
Кх) + Ку} = 1+ Къу). 
ЧЕН 显然 函数 Kx)=x+1l 满 足 全 部 条 件 ,再 证 惟一 性 . 
£ y=1, 由 已 知 (i 得 
Ко + fl) = 1+fx+1) (x =#-— 1,0) © 
六 在 已 知 {有 间 中 以 一 x АИЖх, l А y, 48 
К-х) + Кк +1) =1+ КО (x#-1,0 © 
АО, ОУН E f(x + 1), f01)48 
Кк) + /(- x) = 2 (x =- 1,0) D 
H х=1 HARA OAE НОТАХ x = -1 处 也 有 定义 . 
Щ х0 ВТ, НКО 


Их) = С) 
= x[2- f- 


= 2x + (а) O E 


= 2x +f- x), 
Вр f(x) К-х) = 25 出 
НФ, ФЕ f- x) ft (х) = +1. 


一 、 选 择 题 

1. 在 映射 д; 4 一 B 中 ,下 而 说 法 中 正确 的 是 { ). 
(A) 集 合 B 是 集合 4 中 所 有 元 素 的 象 集 合 . 

(B) 集 合 台中 等 一 个 元 素 至 少 与 集合 4 中 的 一 个 元 素 相 对 应 . 
(ORA B 中 可 能 有 元 素 不 是 集 台 4 中 的 元 素 的 象 . 

(DRS А 中 有 可 能 有 元 素 在 集合 引 中 无 象 . | 

2. 在 于 列 集合 4 到 集合 В 的 对 应 中 ,是 映射 的 仅 有 (  ). 


(A)A= R, B= а, 


(В) А = B= №, р.х 1-31 


(СА, В = 10,11, = Eza 


(D)A = 12,3], B = 16,12,18}. fia ~a 的 倍数 . 
3. ВЧА=:х0=х=4},В=1х10=х=2|, 


(Ола (2) хх —- 2 


(3)fix— x (4)f:x—1x -2| 
其 中 能 构成 映射 的 个 数 是 ( ). 
(А)1 (В)2 (C)3 (D)4 
”4. %Х=!-1,0,11,У=1-2, -1,0,1,21, EXT X Ил 
sA x+ Из, X 2jy 的 映射 f 的 个 数 是 ( h 


(А)7 (В}10 {С)12 (0)15 

5. А М=[а,6,с|,Т={- 1,0, | 于 到 了 的 映射 了 满足 
Ка) - f( b) = е). ЗЕ КЭХ Н E ( ). 

(А)2 (В)4 (С)5 (0)7 

6. іа, 5, с, 4111,23 ERRA Г, at f(b) + (с) 
+ 所 四 =8 时 ,这 样 的 映射 的 总 数 是 ( ). 
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(А)24 (В)19 (CH7 (0)16 
二 ,填空 题 


7. (4) 具 有 以 下 性 质 : S) = 1- T +в, М f(x) = 


8. f(x) = (1+2) -2,56[-2, + =), ШЕ Ка) = 7 (х) 
解 集 是 
9. у= х+1-х-ЬхЕ (1, + ©) ОЕ . 
10. Е Ох) ХАН 0,1 ИИ, Н 


Ка) + El). 1, z MA f(x) = 


x 
11. ВА y =2-3. Ax - x-3 E [1,2] №952 у= f(x), 
WA- DI =  _... 


, — x 
12, 设 0<x <8, 则 函数 0 = 0008-9) q B E 


= М 

13. ВЯ Их) =1-х,2(х) Лав} 

14. А = {-1.0,11,8= 1-2, - 1,0,1,21 f: А-В 

(1) 对 4 BRATA х, (х) АНА РАЛА? 

(2) 对 4 的 所 有 元 素 x ,x + f(x) 为 偶数 的 映射 f 有 几 个 ? 

(3) 对 A 的 所 有 元 素 x ,满足 f(x) = СӘН ВЛА? 

15. ВЯРА у = 所 x) 的 定义 域 是 [0,1|], 求 滑 数 Fx) = fix +a) 
+ Кх-а) НЕХ. 

16. 设 oE 0,1) ,F(x) 为 定义 在 [0,1] 上 的 函数 ,满足 f(0) = 0, 
f(l)= t, HX} x yE hrer # /(%22) = {1 _ а) (х) + абу), 
RAG) 
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17. 设 0 其 全 体 有 理 数 的 集合 , 求 适 合 下 列 两 个 条 件 时 从 QO 到 0@ 
的 所 有 函数 : 
(D f(1) =2; 
(j) 对 8 中 所 有 的 x 和 ,有 
Ку) = Ия) - f(x + y) + 1. 
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shi МЕ 5 = 


яая рж Ж 


1. РАЗА 

(1) 对 于 给 定 区 局 上 的 函数 f(x), РА Fiz (АЈА 
两 个 自 变 量 的 值 ху, X2, 24 Ар < 42 时 ,都 有 f(x1) < f(x;)( f( xi) > f 
(хо) ,那么 称 f(x) 在 这 个 区 间 上 是 增 { 减 ) 孙 数 ， 

(2) ЗЕ Ах ЧЕ КРАН ЕО) РАЗА, МИХ Е 
一 区 间 上 具有 (严格 的 ) 单 调 性 ,这 一 区 间 叫 做 f(x) 的 单调 区 间 . 

滑 数 的 单调 性 反映 了 孙 数 在 某 些 区 间 上 变化 的 趋势 . 

(3) 利用 函数 单调 性 证 明 函 数 在 给 定 区 则 上 单 协 性 的 一 般 步骤 
E: 

(ПЛЕЕР EER xr: H x; < 29. 

(ПЕ f(x i) - f(xz) 并 变形 ,以 便 判 断 Р) — Охо) ВЛЕ 
(M5R ERA. f(x.) >0, 也 可 和 作 比 f(x1)AF(x2) 再 变形 ,以 
判断 f(x1)AF( x2) 与 1 的 大 小 ,进而 知道 f(x1) 与 (x2) 的 大 小 . 

(0) 根据 单调 性 的 定义 判断 单调 性 

注意 ;x1, хо 应 是 给 定 区 间 内 的 任意 两 个 值 ,不 能 用 该 区 间 内 的 
特殊 值 代替 ， 

(4) 判断 亢 数 单调 性 ,还 可 利用 已 知 函 数 的 单调 性 和 图 象 . 

(5) 单调 性 通常 是 指 函数 在 其 定义 域 上 的 性 质 ,是 指 函 数 在 什 
么 区 同上 是 单调 递增 的 ,什么 区 间 上 是 单调 递减 的 .单调 函数 是 指 钞 
数 在 整个 定义 域 上 是 单调 递增 {或 威 ) 的 . 若 函 数 在 某 区 则 上 具有 单 
调 性 且 在 两 端 有 意义 ,这 时 单调 区 间 应 为 闭 区 间 . 反 之 ,上 则 为 开 区 间 . 
同一 个 函数 在 定义 域内 可 以 出 更 几 个 不 同 的 单调 递增 { 减 ) 区 间 . 

(6) 设 Ух) А 方 和 五 上 都 分 别 是 单调 递增 { 或 递 戚 ), 且 
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ПП, OE 1 U БА Е СКЕ МОГ 
= Ø , 则 不 一 定 成 立 , 如 y= 小 在 (0, + w) 和 ( - %,0) 上 均 为 单调 弟 


减 ,但 在 ( - ®,0) (0, + %m) 上 不 是 单调 递减 的 )， 

(7) 设 所 x) 在 区 同 5 上 是 单调 递增 (或 递减 ) 范 数 且 (х) ИВ. 
RA Е, ЕЛЕ I ГЕЛЕМ АК B. Б ВЕ Е 上 必 是 单调 递增 
(或 递减 ) 函 数 ， 

特别 地 ,单调 函数 必 有 反 范 数 ,任何 函数 在 某 一 单调 区 间 上 都 存 
在 反 男 数 旦 反 图 数 的 单调 性 与 原 函 数 是 一 致 的 ， 

(8) 关于 复合 函数 y= р (ф(х)). 

(I) Ж y=) u ф(х) HARER, Ш Р(х) = ф(х) 
ра. 

Ш Æ y = f(u)ij u = ф(х) АНЕ, Ш F(x) = ft g(x)) 是 
P РАЖ. 

2. ИЕН 

(1) HTAR (я) , 若 对 于 定义 域内 任意 一 个 x, 都 有 /(— x) 
= ~ f(a) HARR f(x) 叫 敌 奇 尊 数 ;如 果 对 于 定义 域内 任意 一 个 
х, 9 х) = f(x) ,那么 函数 х ШАНАК. 

(2) 奇偶 性 是 函数 的 一 个 整体 性 质 , 须 在 整个 定义 域 上 考察 . 定 
义 域 在 数 轴 上 的 表示 关于 原点 对 称 是 旺 数 具有 奇偶 性 的 必要 条 人 忻 . 
用 定义 判断 图 数 f(x) 奇偶 性 的 一 般 步 又 是 ， 

{i 考察 定义 城 在 数 轴 上 的 表示 是 否 关 于 原点 对 称 .和 背 关 于 原点 
不 对 称 , 则 O EIE РАЎ. 

П) 车 定 义 域 在 数 轴 上 的 表示 关于 原点 对 称 , 则 再 计算 f( x). 
0-х) А) 0-х) н х) = ОВР Сх) ВХ; Ñ 
А-х) = Ра) f( — x) — f(x) = 0 RER СЕЧЕ РА. 否则 
f(x УЗЕ АРЕ РАЎ. 

(3) АРА Х НРА УА РЕТ У, B 8 35 2 +T ,其 
ЧН М 0, Е МЕЖ БК ЕР а PC h. 
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(4) 在 共同 的 定义 域 上 ,两 个 偶 ( 奇 ?函数 和 、 差 、. 积 仍 为 便 ( 奇 ) 
ИЖ, А Ма (а) 0 (С) а 


中 有 具有 相同 的 奇偶 性 . 

(5) ERR АЗЕРА ВО УЗЕЛ РЕ АХ. 

3. 函数 的 周期 性 

(1) 如 果 存 在 非 零 常 数 了 ,使 对 函数 f(x) 的 定义 域 上 任意 值 x, 
都 有 

Є + T) = fix) 
恒 成 立 ,那么 Ох) T A B A A ЕА Ў 

(2) 周 期 函数 具有 无 穷 多 个 周期 .如 果 其 周期 存在 者 最 小 正佳 ， 
ИКОН ЭА ЕЛА. 并 不 是 任何 周期 图 数 者 有 最 小 正 周期 ,一 个 十 
分 著名 的 例子 是 狄 里 圭 勒 函数 ， 

l x€ НЯ, 
Dia) = 10 wc Ея 
НИ f(x) = a(x C R) ,同样 是 无 最 小 正 周期 的 周期 函数 ， 

4. 留 象 的 对 称 性 

(1) (i) 偶 函 数 的 图 象 关于 у 轴 对 称 , 奇 函数 的 图 象 关 于 原点 对 
Ж. 

П) Кана) fla- х) f(x) = (20 — x)( a ЕЗ), Р 
ыз X: TF x = a 对称. 

Ш у= Ad yafl- x) 关于 yy 轴 对 称 ;y = 了 Ox) 与 y= -f(x) 
X: F Ру = Дл) 5 у= 一 了 A-x) 关 于 原点 对 称 ;¥ = Дл) 5 
x 二 fy) 关于 yy =x 对称. 

(2) 平移 变换 

(Пу=ДАх-а)(а>0) в y =f{x) 的 图 象 向 右 平移 a 个 单位 . 

Ш) у= а +а) (а > 人 0 是 将 y= 了 tx) 的 图 象 问 左 平移 a 个 单位 . 

(1) у= х) + b(b>0,bC REH y= КОИ n) E (b > 0) 
rk inj F (b О) b 个 单位 ， 
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(3) MIAH 

у= Ах) | 的 图 象 可 以 看 作 у= f(x ЕЕ x 轴 上 方 不 
变 ,x 轴 下 方 沿 x НН ЕВЕ. 

Ш у= A(t1x1) 的 图 象 可 以 看 作 у= (х) ВЕЕ УЖ 
变 , 并 将 > 了 轴 看 方 的 图 象 洛 y 轴 疝 堪 翻 折 所 得 ， 

(В z = f( y) АЯ у= f(x} 的 图 象 关 于 у= х ТЕАТ. 

5. # (х), g( x ХЕ КН] ЕПК. 

(ПД), вх) РЖ СВК РЕ), MU f(x) + (А 
РЕГ пў РЕС). 

(Их), ех HERT О, Вх), ох Е ЕТК (sk pk) 
的 , 则 С) СНРА СТРАЎ). 


паж O 


例 1 ТЕН Е /(x) = то, +o Е К, Ш 
Их ЕР] оо, -1] КЕЕ ВА 7 在 {- ®, - 1] U (1, 
+ о) EE? 
Ж Ў lege, D y. -х>0, Н l- хх <0, МТ 
fixa) — f(x í) = 


х2 Х| 
| + х5 


хобат +1) - абаз + 1) 

(1+2) (Е + x$) 
кух? 一 x X + x+ — Ху 

(1 + 22)(1 +41) 
_ (х, _ ху) {1 一 хүхэ) 0 
+t “° 

PERR Са) ЕБЕ, + ®) БОА ЯУ. 

由 上 述 论证 过 程 可 知 , 当 任 取 ху, х 满足 x < xz 过 -1 时 , 仍 有 
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| 


f(x.) — Им) < 0, 
所 以 函数 f(x) 在 区 间 ( оо, -1 上 也 是 减 函 数 ,而 函数 f(x) 在 区 间 
(-»,-1]U[1,+%) 上 显然 不 是 增 函 数 ,但 也 不 是 减 函 数 .事实 


EK-D= = 7, (1) <А). 

Е Жир Е ХЕ ХО, tB aj ЯЕ ХУ — 
БАР; R| PI E tg В šq АРН БГ] ,也 可 以 是 不 包含 端点 的 开 区 间或 举 
开 半 闭 的 区 间 , 对 于 具体 函数 来 说 可 能 有 单调 区 间 ,也 可 能 设 有 单调 
区 间 , 如 前 而 提 到 的 狄 里 赫 勒 痕 数 就 没有 单调 区 间 .图 一 图 数 在 定义 
域内 出 现 几 个 不 同 的 单 亩 递增 ( 减 }) 区 间 时 ,在 这 些 区 间 的 并 集 上 不 
一 定 是 增 ( 减 ) 函 数 , 书 写 时 一 般 应 分 开 , 不 宜 用 “UU "相连 ,如 例 1 所 
РР. 

$2 已 知 明 数 f(z) 在 区 间 ( 一 wm ,+ o) 上 是 增 函 数 ,a .是 实 
数 ， 

(1) ВЕНН ят a + рео, А f(a) + f(b)z f (- a) + 
fe - b). ” 

(2) 判断 (1) 中 的 命题 的 道 命 题 是 否 正 确 ,并 证 明 你 的 结论 . 

Ж (Паро, о> -8,5> -а. AAAF ДЕС, 
+a) БЕЯ, (а) > С-Б), >И - a), 

мав b=00f,a= —b,b= —a, 

Ка) = fl- b),f0b)= f(—- a). 

综 上 所 述 , 当 а+5=0,Ка)+АЬ)>=А-а)+А-Ь. 

(2) 道 命题 是 ;如 果 f(a) вр) а) + b), 

那么 a+ b>0. 

上 述 命 题 是 正确 的 ,以 下 用 反 证 法 给 出 证 明 : 如 来 a + b =0 № 
成 立 , 则 a+5<0, 从 而 a< - b,b < -a WH f(x) 在 (-%,+%) 
上 是 增 函 数 , 有 f(a) < f( - b) Б) < р-а). МАЯ 

fa) + КЬ) < ff- a) + /(— b). 
这 与 题 设 条 件 a) + (Буе a)+f(- b) 38 X a + b >0 W 
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六 .命题 获 证 . 


注 通过 () 的 论证 ,我 们 对 辣 数 As 的 性 质 有 了 更 进 一 层 的 
了 解 .在 此 基础 上 ,(2) 的 解 咎 施行 反 证 法 也 就 在 情理 之 中 


#3 ЖА x>0 AEX, НМА: 


(I) f(x) 在 定义 城内 严格 递增 ; 

(D) 对 一 切 > >0, 有 xz) Иа) + 一)=1 

试 求 A(1). 

解 令 f(1) = 4a, 在 (0) 中 , 取 x*=1, 可 得 
аѓба + 1} = 1, 


Bp farl) = 1 
HA х= a+1, 叉 由 条 件 可 得 
fla+1). Да +) + = l. 


将 中 代 人 四 得 
/ls 21) = 6 
H atari) ЛО 
m тА 


1+5 +45 
BE а= S B а= LS, 


l < а = И) < fll + a) = 一 < 1, 
GATIE MIA а = 上 满足 题 设 要 求 , 即 /CD = 
例 4 РЕНИ. 


(0 Ка) = (+ ПИЯ; 
(2) рх) = 125 +11 - О 


1-45 
5 
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(3) Ф(х)=М 这 一 ] +М1-д?. 

Я (DAR f(x) 的 定义 域 为 [ -1,1),x =Т НЕХ, х=-1 
有 定义 ,定义 域 关 于 原点 不 对 称 , 故 遂 数 ft x) 既 不 是 奇 师 数 又 不 是 
Еж. 

(2) 2(- ж) = 12-(- ж) +11 12-х) -Н 

= 11 -2ж| - 11+ 2а! 
= - (125 +11 125-11) 
= - р(х). 

ВИЖ р(х) Ж. 

(3) ф(х) E M E — 1,11, H gf- 1) = Ф(1) = 0, 8 
pf - х) = ф(х), ф(- х) = – ф(х), РА p(x) BEER AM NEA 
函数 . 

#15 ЕЯ 

x(1-— x) (x > 0), 

f(x) = $0 (x = 0), 

х(1+ x) (x < O), 

(1) 证 明 х); 

(2) Eib KAEA . 

解 (1) 当 x<0 时 , -х>0, 

A~x)=(-x)[1l-(- x}] 
=— xtl+x)= - f(x); 
Ч x =0BF, /(-0) =0=/(0); 
4 хо, -х<0, 
РС= х) = (- x)[1 + (— z)! 
=- x(] — x) = - fx}. 

ЕВЕ, Рх) РАЯ. 

(2) НШ Дх) = x{1+x)(x 志 0) 的 图 象 ,再 作 其 关于 原点 
对 称 图 象 MERR f( x) 的 图 象 如 图 5-1 Ал. 

不 难 证 明 ,车 一 个 定 闵 在 对 称 区 间 [ - d, – се, d] ERS A 
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数 在 子 区 间 [e, 4d] 上 递增 { 减 ), 则 它 在 子 区 间 [ - 4, - cj] 上 递增 
(Ж). 
事实 上 , 任 取 z. x, - d= xi < x. — c Ш са — x; < — xi 
gd, H 
Fl- x) < К-ж), Ф) 
又 Аз ЕН, ВСН 
- х) <- fixi), 
Вр Ка) < Кл), 
故 命 题 获 证 ， 
ХРЕН. ИЕН Вс. 
#6 Ыа>0, Я х) АЕ ХА R.H 


f(x + a) = > +V Их) - Аз)Т, 


HERH РАЗ /( |) Е ЗНА. 
证 明 依 题 设 ,有 
f(x +2a)= f(x +a) +a] 


-4 + [fix + a) = Pla + a)l? 


-2 
= 1 + [> + V /G) СРО) 


(ОТА) Ë 


= L + [4 - f(x) + ЛР 

= 3 +12) - > | (D 
因 f(x) = 2 +Vf(x- a) б-а) > Z, 
АКЕН СИ f(x + 2а) = f(x) © 


注意 到 a > 0, СЛИВ T AR Ах) 2а 为 周期 的 函数 . 
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例 7 《) 若 定义 在 实数 集 RR 上 的 函数 (x) 的 图 莹 关于 直线 x 
= a 和 直线 x = (аз Б), Д Сх) ЯВЖ. 
(2) FENE R ЕАР ХН ЕК, 
2 + x) = /(2 - x), 
7 + x) = f(? ~ x), 
НЕЯх=ОЖДЖ у(х) = 0 НТ, ТАРЕ Е ІХ |а] | - 1000, 
1000] 上 至 少 有 多少 个 实 根 ? 
E (ОН НИИ РЕНА x = a 对 称 , 故 对 任意 z € 


只 ,有 

f(x) = Д2а-х}, Ф 
Хр (к) НЯ КТЕ x = b ЖЖ, ЕЕ СА, A 

J(b — 1) = f(b + t). D 


$ bh-ti=2¢- x, M 
b+t=b+Íb+z-2a)=x+2(b-a}). (3) 
НФ, ©, 998 
f(x) = fix +2(b —- a)]. (a) 
E аз 0, НФ a) ELA 2( -aa) 为 周期 的 图 数 ， 
(2) 根 据 题 设 条 件 及 (1) 的 结论 , 知 函 数 f(%) 是 以 10 为 周期 的 
HAA f(x) 的 图 莹 关于 直线 x =2,x ЕТУ, 4) = Аб), 
7010) =А4). /(0) = 0, 所 以 函数 f(x) 在 区 间 (0,10j] 内 至 少 有 两 
个 实 根 x =4,* = 10. 现 区 间 [ - 1000,1000] 一 共 包 含有 200 个 周期 ， 
连同 区 间 端 点 ,方程 六 xz) =0 在 区 间 [ - 1000, 1000] 上 至少 有 
200х 2+1 = 401 
个 实 根 ， 
注 例 7(1) 是 函数 图 象 的 对 称 性 和 周期 性 结合 的 一 个 重要 性 
质 . 
于 面 一 例 涉 及 到 上 疼 数 的 奇偶 性 ,周期 性 .单调 性 等 诸多 方面 ， 
例 8 ЖК) Е ХА Ж (а A(k+ Па) КСА, а HERR. 
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对 定义 域 中 任意 数 * ,在 定义 域 中 存在 x1,x2, 使 x = xi - xz, 
Уж) (о), Н f(x) 满足 以 下 三 个 条 件 ; 
(Еж, ( — m ,0) ШО, + 0), (1) 3 0), 则 
_ flx) (а) + і. 
Ха = а) = Каж) -fix 
(ü) Аба) = 1; 
(1) 40 < x<2a ht, f(x) > 0. 
试 证 : 
(1) Хх) арра; 
(2) Хх) ЈАН РА, НН Н; 
(3) К» )ТЕ (0, да) РЕ АЖ. 
WERA (1) 对 定义 域内 任意 х, ШЕТТЕ ху, x; | № x = XI 一 
x, F. Ка) А), 有 
_ Иж) " f(x) + 1 
Fad = Ля - 2 К) fa) 
_ Жму) e (хо) + 1 
7 ж) - Л) 
= - Ах - х) =- fi- x), 
所 以 f(x) AR.. 
(2) Нух) ТРАК, (а) =, f —- a) = -1, РЕ 
f- a) -f(a)+1 _ 
f(- 20) = Да-а) = Ка) N-a) = Ü 
H fix), W 
– 2а) +1 
f(x + 2а) = flx - (- 2а) ] = ra Za) - КР 
fla) 
进而 
f(x + 4а) = Л(х+2а) +2а] = - 55) 7а) 
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着 f(x) = 0, J] . 
Ихта)= f x (-а)] = 9-9) 1 1. _1, 


 J(-a)- f(x) -i 
- | 
fx + За) = (x+a)+2a. =- Кача) =], 


fix +4a)= fl(x + За) - (— a)] 


Кх + За) 6-а) +1 = 0 
T К-а) - Кх + За) — ` 


ПИ, P f(x 4а) = f(x). 

57 ЛТ, ОРА 4a 是 其 一 个 半期 ， 

(3) ЯШЕ AO ERK 0, 2a] 上 是 减 晤 数 .事实 上 , 任 取 ху, х5, 
满足 0O< x < = а, ШМо<л-л<2а, XA 

Ка) = Н4а + (- 2a)] = К-2а) = 0. 
REW, E Aad >00, о) е0, B. 
хз) Иж) +1 
(а) - Ах) 

ИХ f(x i) > (хз), Я (ЕЕК 0,2 а ЕР. 

4 хе (20,420). УЕН хз, х, ЛЕ 2а < xa < xi <4а,0< 
ху- 2а < я. — 2a < 2a 有 

Иж — 20) > Их. -2а) > Ü 

MA THI) Дае -2a) 关 0. 有 


f(x) = flix- 2а) + 2а] =- 
点 


= flx- ху) > 0, 


NERETI < 0,x Є (2u,4a) 
. | ll А 
f(xs) - Ќад) = Иж _2a) _ [` Уха = >) 
о 
= Fra- 2а) Иж -2а) > 
以 上 说 明 х) С 18] (26 4a) ВАРА, 
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显然 ,由 上 述 推导 可 知 , 对 于 任意 的 0< x < х, <4а, # f(x ) 
> (хо), ВВ (ХЕ O, да) НЕ. 

#9 函数 y= f(x) 定 义 在 整个 实 轴 上 , 它 的 图 象 在 围绕 坐标 
原点 旋转 角 了 后 不 变 . 

(1) WEH: DE f(x) = x 惟有 一 个 解 ，; 

(2) 试 给 出 一 个 具有 上 述 性 质 的 函数 ， 

Е (1) BE f(0) = yo MO, yo) 是 函数 y = f(x) 的 图 象 上 的 点 ， 


把 该 点 按 同 一 方向 绕 原 点 旋转 两 次 ,每 次 旋转 角度 为 > ,得 到 点 (0， 
- уо) Е y=/(x) 的 图 象 上 ,所 以 yo = 了 (0) = ~ yo, 得 уо =0, 即 
КО) =0, 也 就 是 说 x = 0 是 方程 Kx) = x 的 一 个 解 . 

另 一 方面 , 设 x = xs 是 方程 f(x) = x 的 一 个 解 , 即 (х) = xo, 
9, (хо, xo ЕРЮ y=f(x) 的 图 象 上 , 它 绕 原点 施 转 三 个 六 后 
HAA ( хо, — x0); 二 此 点 也 在 у = 六 xz) 的 图 得 上 ,所 以 
ж= f( xa) = — хо, xo = 0. 

综 上 所 述 ,方程 f(x) = x Н x = 0. 


СЕТЕ: 
0 (x = 0), | 
х+1 (2k<x=2k+1,k € N 10|), 
fl) =1-х+1 (2k+ 1 < x= 2k +2,k € N U 10), 


-x-1 (- 22-24 x=-2k-1,k ENU, 
x-1 (-2k~-i<xg-2k,k€NU |0), 
图 象 如 图 5 - 2 тт. 
例 10 解 方程 
(За - (92 6: +541) +Gx-3)( Ax- рх +1341) =0. 
解 ” 原 方程 即 
(Зх — 17/9? бж +5 +1) 
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5-2 | 
= (3-22) (Иде ру + 13 + 1). Ф 
中 式 可 改写 成 


Gx - DIV За 1244+ 1) 
= (3 ~ 2x)( y Qx 3) 44 + 1). D 

PERM Кр = C +4+1) EAA OAAR, НЧ г > 
н 20 ВЕ, Со) > 了 (0); 故 f uy E AA. 

HOLH 

fl3x - 1) = /(3 -2x), 
h EEAS ft 1) 性 质 可 知 
Зх- | = 3-25, 


一 填空 题 
1. DHAR р(х) = |x+ al 当 六 宇 3 时 为 增 函 数 , 则 a 的 到 值 范 
围 为 . 


2. 设 函 数 y= Kx) 在 定义 域 (二 ,2) 内 是 增 函 数 , 则 了 = (a? — 
1) 的 单调 递减 区 间 为 
二 ,选择 是 
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3. 设 有 三 个 函数 ,第 一 个 是 y = p(x) ,其 反 函 数 是 第 二 个 函数 ， 
而 第 三 个 函数 的 图 象 与 第 二 个 函数 的 图 象 关 于 直线 x + y = 0 对称， 


那么 第 三 个 函数 是 Г). 
(А) y=- ф(х) (В) у= - ф(х) 
(С) у= ~ ф(х) (D) у= - e ` !( — x) 
4. 设 f(x) 是 区 间 ( -®, + w) 上 的 奇 函 数 ,f(x +3)= - f(x); 
X Ogea BF, х) = я, 1(1997) 等 于 ( ). 


(A)1 (BO (C)-1 (D)1997 

5. ДАЖ 及 x ЛЕНЕ Н f (к), BE y = f(x) 的 图 象 向 上 
平 称 3 个 单位 ,向 右 平 移 2 个 单位 后 ,再 关于 直线 y = - x 对 称 , 所 得 
到 的 曲线 对 应 的 函数 是 ( ). 

(А) у= !(x-3)+2 

(В) у= 7105-2) +3 

(С) у= х +3) -2 

(D) у= 7105 +2) -3 

6. 定义 在 R 上 的 函数 y =f А, ДЯ y = (х + a) 
+b А у= (х+а + b 的 图 象 间 的 关系 是 { ). 

(А) РН y= x+ a + b 对 称 

(В) 关于 直线 x= y- a - 对称 

(C) 关于 直线 у= x+ a - b ЖЖ 

(D) 关于 直线 x= y a + b 对 称 

7. AR 九 x) 在 (0,2) 内 是 增 函 数 ,函数 (хо. Ш] 

( ). 


(А) LD И) ИС) (В) ИС) да) < ДЭ) 
(©) 2) у) (D) 2) <ü) < f) 
三 .解答 是 


8. 试 判断 函数 f(x) = x 3 -2x73 +3 在 区 间 (0,1) 上 的 增 减 
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9. ВЯ f(x) = х + x +1(x€ R) ,sKuE 

(1) Кё) R ИЖ. 

(2) 满足 等 于 f(x) =0 的 实数 x 的 值 至 多 只 有 一 个 

10. BAAN у = х) (х0) ПАЯ у 轴 对 称 , 且 К») > 
О. у= р(х) (хо) ИР А Н z(x)> 0.3K4E: 
Pla) = ИС аб a mga ON. 


Кх) 
11. ЖЕНЯ: ва F M32383: юва: 


И К-Ж. 
12. ВЯ: КЕ, р(х) 5 成 zx) 互 为 反 通 数 ,对 于 任意 a, ЕК, 
有 
fa + b) = Ко) КБ). 
求证 ;g(a Б) = g(a)+ а(в). 
13. ВБИ ае ЛЕ R 上 的 以 2 УЖ ЯЯ БЕЖ, нє хЄ 
1,010, х) x. ЖОЕ: ВАЗ f(x) ХИ АХ. 


14. HERSO) =、 gre ОО 
15. 函数 /() 是 定义 在 N 上 ,在 N 中 取 值 的 严格 递增 函数 ,并 


HERPA) = ЗЕ, ЖК АП) + 9) + 96) >. 
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第 六 讲 ВА у(х) = ах? + bx + с 


知识 点 和 方法 述 要 BE 


JHI f(x) = ах? + bx + c НЕЗНАНИЕ, 


在 中 学 代数 中 占有 极为 重要 的 地 位 . 它 包 含有 二 次 函数 (fa = 0).— 
RAR (а =0,5=0) ЖЕР (а= b = 0). 


2%. 


常量 函数 f(x) = c 的 图 象 是 一 条 平行 于 * 轴 或 与 x 轴 重 合 的 直 


一 次 函数 x)= bx + c(5z0) 的 图 象 是 一 条 直线 . 
K /(x)= bx + c ,xELa,8] 的 图 象 是 一 直线 段 .如 图 6-1. 


6-1 
二 次 图 数 f(x) = ах + bx +с(а=0, СКОНЕ Р-Н. 
a > ОВ, f(x) ПЕ Е 6 – 2 Вт. 


图 6-2 
a < 人 0 时 ,所 x) 的 图 得 如 图 6-3 所 示 . 
(1) ARAFAH ax? + bx + c=0 的 实 根 ). 
(L) A = b? ~ Aac > 0 两 个 不 同 的 零点 . 
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6-3 

Ш) Д = 52 40с =0es 两 个 相等 的 零点 . 

f) A = b 4% <0c 无 零点 ， 

(2) 函数 的 正 俩 值 区 间 . 

() A>0FF, Æ а>0, W- е, м) 0 (ж, + wm) 为 正 值 区 间 ， 
(enr AMERRE; a < 0, (1,52) ЛЕНЫ, ( — æ ,#1) U Cra, 
+ оо ) 31418 1 [8]. Н ху, хо НАС, м < х2. 

(i) Д = 08, flx) = Кд} = 0, x1 = x;, (xi, 2 НР). ж 
а> 0,(- а, 2х1) Ц (ла, + ® ) AF08 X], tf ñ Ба; жга <0, ( - 
ос.) (ло, + ® ) Д IB PX И, ЖЕНЕ. 

(ü) A< 0 BF. а> 0, (х) > 0; 7 а<0, Ка) < 0. 

(3) 单调 性 ， 


日 若 ae>0.(- am 过] 为 单调 递减 区 间 ,[ - 2, + о) й 
调 递增 区 间 
DH а<0,(- е, – 过] 为 单调 递增 区 间 ,[ - + %) 为 音 


TE yE X jE]. 
(4) 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


2 
(G) a>0B y = 2-2 а = - E. 


4а 2а 
2 
(i) оковы НИТ x= - 2. 


函数 f(x)= ах? + be + clat), cE [a , ВТЕЧЕ ВАК. 
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мое Га plit, A 
min| fla) AD = f(x) = шах! (а), 708). 
当 -Ela plit, # a > 0, J 


K- 3) < f(x) < шаха) „ДВ 
Фа <0, M 
minl Ae) SO < f(x) 030) 
(5) 二 次 函数 零点 的 分 布 ， 


(1) + Ка)’ УВ) <0, ДЕК Ка, 5) 上 有 县 公有 一 个 零点 ， 
(i) ВАУ 38 Е 


= > 0 
а 

时 ,方程 /(x) -0 ARER; МНИХ 5398 E 
А => Ü, 


„zo, 
“A 


с 
— > Ü 
a 


时 , (x) =0 有 两 负 根 ; 当 且 仅 当 二 <0 时 ,xy=0 有 一 正 一 负 两 实 
iR, 


(ii) 当 且 仅 当 满足 下 述 不 等 式 组 时 ,fx) = 的 两 根 在 [a,8] 上 . 
a >0 时 ,如 图 5-4 所 示 , 不 等 式 组 为 
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fla) > Ü, 
КВ} > 0, 
А > 0, 


b 
о=-5. = 6. ! 
一 16-4 
a < 0 RF, 6-5 бя, PAARA 
Да) < 0, 


ДВ) = 0, 
A > 0, 


Па ж | 


例 1 ИДО =м+-(-4).05 1. НЕЙ, RER 
f(x) 的 最 小 值 . 


Я ЙО, Да) = (a -)z+ L (a >0). 


当 0< a <1 时 ,a < 0, Ж (а) Й АЙ f(x)w = 
fl)=a. 


当 a>1 时 ,a- 一 >0, 函 数 天 xz) 是 增 函 数 ,因此 хи =/(0) 


1 
PE 


М аи а- T = 0,888 (а) 1. Ик) 1. 
#2 对 于 每 个 实数 , 设 Ка) = пи! 4х +1, 5+2, -2ж+4}.% 
函数 Ax) 的 最 大 值 
分 析 “在 同一 坐标 系 中 作出 三 条 直线 
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у = 4х +1, Ф 
у= x +2, (2) 
у= ~ 25 + 4. CD 


HRO ФЕ х= т, HRO, 


@ 交 点 的 模 坐 标 x = + HE 6 — 6 可知. 
1 


dx + 1 #=3); 
1 2 = 
_ > 一 =); 到 
f(x) = +z +2 (а < x< $); 2 
- 2x + 4 (x > 3). 


ЕВА И 6- 5 中 实 线 所 示 , 是 一 条 折 
线 , 其 纵 坐 标的 最 太 值 的 点 恰 是 直线 名 ， 


ФНС, И = 2а), = 5. 

Ж 数 形 结合 是 数学 的 一 种 重要 思想 方法 ,借助 图 象 所 芋 动态 
进行 分 析 是 一 条 重要 途径 . 

#3 СЯДх) = 11-2xl,x 全 [0,1]. 试 问 :方程 FOFCF(x))) = 
上 x 有 多 少 个 实 根 ? 

分 析 ”问题 涉及 到 含 绝对 值 符号 的 一 
次 函数 , 依 题 设 .有 


ИР) = 11 2/(x) | 
| ЕЕ - 25 | 


图 6-#6 
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4-1 (фея < 2): 

3 – 4х G < x <), 
РЗ — 4х |= q 

4х — 3 (4 == 


HER Eh 4 条 线段 连 成 的 新 线段 .进一步 可 以 知道 , ЖЖ 
ДО, = -270z))1 是 由 8 条 小 线段 连 成 的 折线 段 ,如 图 56 
-了 所 示 ,直线 y= 过 x 过 点 (0,0》,(1, 二)， 必 与 上 述 8 条 小 线段 分 
别 相 交 ,所 以 原 方程 应 有 8 个 实 根 . 
例 4 已 知 二 次 函数 f(x) = gax*+ bx + с 的 图 象 经 过 点 (1,1)， 
(3,5),f(0) >0.Жа,$,‹ 使 该 函数 的 最 小 值 最 大 . 
解 НДП =1, АЗ) =5,4 
| +b +c = I, 
9a + 3b + c = 5, 
RZ, =2-4а, с=3За-1,Х КО) =е>0,Щ а> 二 ,所 以 
Кх) = ax? + (2 - 4a)x + За — 1 


2 
= aļ x+ 2) +3- (a+), 
a a 


有 Каа = 3- (a + L). 


因 3- (e+ 一 ) <3-2=1， 


а НУ 4 в =1 时 成 立 , 故 e=1,5= -2,c=2. 
#5 当 m ЯМУ, РАЯ 
Кх) = 4х? -44+т (x € [- 1,1]) 
有 一 个 零点 ? 二 个 零点 ? 没有 零点 ? 
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E НЯ, К-П=т+8 КО = т. A-1) 01) <0, (т 
+8)jm<0, 也 就 是 -8<m<0 时 函数 р(х) 4, BR. M /( — t) 
=0, 即 m= -8 F], В f(x) 也 仅 有 一 个 零点 x= -1. 

当 了 1) =0, 即 m=0 时 ,函数 f(x) BJP х = 0,1. ХРА 
满足 下 面条 件 时 也 有 两 个 零点 (包括 重合 )， 

ЖИ > O, m + 8 > 0, 
М 


КЪ) > 0, m > 0, 
À > О, 16 — lm > 0, 
解 之 ,得 0< m1. 


综 上 所 述 , 当 -8 m < 0 h, В f(x) 有 一 个 零点 ; 当 0 m=1 
时 有 了 两 个 零点 ,当中 < -8 或 m>1 时 没有 零点 . 

6 EMAR (х) = 7-25 +2, [16+ |]. EHR ME 1É 
elt), БНР (ПОЕТ. 

分 析 函数 f(x) =(x-17 +1 的 图 象 是 斋 点 为 (1,1) ,对 称 轴 
为 =1, 开 口 向 上 的 抛物 线 , 国 数 .FAxz)=(z-1) +1, хЕ [1,#+1] 
EAR 所 xz) 图 象 上 的 一 段 .要 研究 它 的 最 小 值 ,须知 该 扼 物 线 与 对 
称 轴 的 位 置 关系 , 即 1 与 [1,t + 1] 间 从 属 关系 . 

中 车 :<0, 放 x) 的 图 象 位 于 上 上述 抛物 线 对 称 轴 x = 1 的 左 侧 , 消 
Жо ВХ glr) = fi + l)= É +1. 

(ü) От, WIE, ё + 11, А НАВО ГАИ 
顶点 ,内面 g(t) = /(1)=1. 

和 i 车 :> 1,f(%) 的 图 象 位 于 上 述 抛 物 线 对 称 轴 x=1 PJ fu tl, РА 
数 递增 , 故 g(1) = р) = 02-0202. 

例 7 设 二 次 函数 y= 所 x) = ax? + bx + с 的 图 象 以 y 轴 为 对 称 
轴 . 已 知 a+8=1, 而 且 若 点 {x,yY) 在 y= f(x) 的 图 象 上 , 则 点 (x,y 
+ НЕМ Ж glr) =КАх) ЕЖЕ. 

(1) Ж g(x) 的 解析 式 . 

(2) 设 F(z) = р(х) -Aftx), 问 是 否 存 在 实数 ,使 F(x) 在 
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(- =, Рамле 2 ия 


№ (1) B] у= a + + с ВАУ 80, А b = 0. H 
а+ъь= 1, а= 1. Mit 
f(x) = ж te. 
(хо yo) Е y = (х) МЫ Е, MA (хо, ya + 1) ТЕР Ж 
g(x) = 了 (f(x)) 的 图 象 上 , 即 
Yo = zü + с, 
ytl = (zü с)? + c. 
W c =1, 于 是 可 确定 х) = 2+1, (х) = (2+1) +1. 
(2) 由 (1) 可 得 
Е(х) = glx) — АС) 
= xt + (2- A)x +2 - А. 


设 任 到 X| < у < -12 
F(x) – Е(х1) = (x2 х2) (5+ x + 2 А). 


CARER, RE 


x2 < xi+2- À > 0, 


要 使 Ох) Е (о, ~ 


注意 到 
x+ 2 > 3, 

因此 只 需 3 3, F(x)#E( - ә прив 

同型 可 知 , 当 二 3 时 , F(x) 在 { — G ,0) 内 是 增 吨 数 ， 

综 上 所 述 ,存在 惟一 实数 = 3 满足 题 设 要 求 

Bs ОХ) EEEL- 名 ,+m) 上 以 2 为 周期 的 函数 . 对 
EZ, 用 表示 区 间 (2k -1,24+1], BA% x€ I RF, f(x) = ax. 

(DRAE h ЕКА. 
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(2) 对 自然 数 k REA М, = la МЕ f(x) = ах 在 有 上 有 两 
个 不 相等 的 实 根 |. 
# (Dik <€ L HJ,2k - 1 < x=2E + i, MMI 


-l< x-— 2k gl. 
Вр x- 2k Є Io. 
И) Е (©, +=) о ЯЙ, Н x€ 1 
时 , f(x) = x°, 8 
Их) = f(x — 2k) = (x - 20). 
(2) ЗЕ 


g(x) = (x - 28) - ах (x € (2k - 1,2k +11), 
Hl 2(х) = х2 (4Е+а)х +462 (z#C (2k-l,2k+1]), 
依 题 设 ,函数 z(x) =0 有 两 个 不 相等 的 实数 根 ,为 此 ,只 人 须 满 足 
g(2k -1) > O, 
z(2k +1) =0, 
А = (4k + а)? - 162 > 0, 


dk + а 
2 


2k - 1 < < 2k +1. 


1 
HZ, BHI O< а=]. 


对 于 问题 (2) ,其 几何 意 广 是 十 分 明显 
的 ,如 图 6-8 所 未 , 欲 使 直线 y = ax БМ 
物 线段 y = (х-2Е) 有 两 个 交点 ,只 要 注 = 


р 1 
Е] а = (220) ДИЗ 26 (0,5 27. 


一 、 选 择 题 
1. Ж y=v (2+x)(6-x) ` ( ). 
(A) 有 最 小 值 , 没 有 最 大 值 


(2k+1 l) =" 
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(B) 有 最 大 值 ,没有 最 小 值 

(CC) 有 最 小 值 ,也 有 最 大 值 

(D) 没 有 最 小 值 ,也 没有 最 大 值 

2. 如 图 6-9 是 函数 f(x) = ax? + bx 
+ c 的 图 象 ,那么 ( ), 

(A) а<0,5<0, се >0 

(В) а>0,5>0,с<0 

(C) a<0,5b>0,ce > 0 

(D) а>0,5>0,е>0 

3, a,b 是 方程 x — 2mx + 3m — 4 = 0 
的 两 实 根 , 则 (a - 1)? + (8 - 1° ( ). 

(А) 有 最 小 值 ,无 最 大 值 

(В) 有 最 天 值 , 无 最 小 值 

(С) НЕМА, XA RME 

(D) 既 无 最 大 值 . 又 无 最 小 值 

4. MRAR f(x) = ие ME + x) =К-х), 那么 

( ). 


(А) /(-2)</(0) < (2) (В) /(0) < /( —2) < /f(2) 

(С) ДО) <Д2)<Д-2) (D) 2) < 00) < f( -2) 

二 ,填空 题 

5. fla) = xt + px) + gtx HERRA f), HH 
ЖИ =1, 则 р, о НИВУ. 

6. CAZAR lx) =4x2- Дах + (а*-2а+2) И 0= x =2 
上 的 最 小 值 为 2, 则 a=_  __. 

7. ИЖ y = x +v l- x 的 值 域 为 , 

8. EKT x 的 二 次 方程 7x*- (p + 13)x + р — p — 2 = 0 ШРИ 
az 月 满足 D<a<1l<p <2, 则 实数 p 的 取 值 范围 是 _ . 

9. РЖ Ах) = 1х2 - а ЕБ -isxsl 内 最 大 值 М(а) 878 
М  . 
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三 .解答 是 
10. Ж a < b<c<ad, 求 证 :对 性 意 实数 + -1, 关 于“ 的 方程 
(x — a)(x — c) + (x - b)Xx - d) = 0 


都 有 两 个 不 等 的 实 根 . 
11. На, ,b,c 为 实数 ， 
glx) = ад? + bx +c, ixlgi. 


求 使 下 列 条 和 件 同 时 满足 的 о, 5, с ВИЕ. 

{i) Е) =381; 

1) а(х) = 444; 

H) ga) an = 364. 

12. У flx)=I(x-2)}(x-4)l+Ilx-4)(x-6)l+ 
12(х-2)(х-6}1 = (为 常数 ) 实 根 的 个 数 . 

13. E (х) = а(х +25 +4) + За(х2 +25 +4) +, CRER 
АМН ЛЕ 37, /(-2) = 57.6 a,b. 

14. 设 函 数 

у= + (а + +1 хе -ll 

的 最 小 值 大 于 3, 求 实数 a 的 取 值 范围 ， 

15. 奇 函数 y= 了 F(x)(xER), 当 ws0 时 ,f(x) = - x° + 2x. Щ 


zE fa ,6] 时 ,函数 у = (xz) 的 取 值 范围 为 [二 ,一 ]. 试 求 a,8 ЖИК. 
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第 七 讲 в 


1. 指数 函数 
(1) 函数 y= a ШЯ 指数 函数 ,其 中 a >0 Н mz#1, 其 定义 域 是 


(2) 指数 银 数 的 图 和 象 和 性 质 


| U) yt RRE x WEH 
Е | (9) 当 %=0 时 ,y=1, 即 图 象 过 点 (0,1). 
WH > ОР, у> 1, 4 х<0 | 0024 > 08J O< y< 125 х 
时 ,0<y<i <0 时 ,yy>] 
ty 在 只 上 是 增 孙 数 
(3) 熟练 掌握 几 种 典型 顺 数 的 图 象 . 如 图 7 了 -1 所 示 , 有 利于 午 担 
不 同类 型 的 指数 函数 间 的 异同 ,如 对 于 函数 /(х) = о, O< a <1 
县 Xi < 42 ВУ, АС) > fü xo) ;对 于 函数 gila) = 21", 0х) = 03°, 当 
a) < a> B. x > 0 Ві, git %) < (х), м gil xi) = gx) Н а, 426 
(0,1) в1,02Є (1, + mm) 时 均 有 x] > xo. 
(4) 指数 相同 ,底数 不 同 的 两 个 项 大 小 的 比较 ,注意 利用 吞 函 数 
的 性 质 ; 底 数 相 同 , 指 数 不 同 的 两 个 虹 太 小 的 比较 , 则 注意 指数 函数 
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的 性 质 . 

2. УЖ 

(1) WẸ ata >0,a 寺 1) 的 5 К 
FTF N, IA b MRa ЗМ 的 对 
数 , 记 作 log, N = b. НН а MIRES, N 
URAR, AT log,N ИЖ: E 
数 为 10 的 对 数 叫 做 常用 对 数 , N 的 常 
用 对 数 简 记 为 lgN. l ef =2.71828…) 
为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 , 记 作 Ins. 

(2) УЖ. а Nla >Ü, 
al], ¥>0). 

(3) 对 数 式 与 指数 式 的 互 化 ; 当 а>0Н а= 1, а= N 
可 以 写成 对 数 式 log, N = b. BLZ, log N = b ТИЕ at = М. 

(4) 对 数 的 性 质 

中 负数 和 零 没 有 对 数 ， 

(i) 1 的 对 数 是 零 , 汉 log,1=0; 

(ИР 底数 的 对 数 是 Т, EH Юра =1, 

(5) 对 数 的 运算 法 则 

(12 log, ( MN) = log,M + log,N; 


7-1 


(li) log, и = lng М — log, N; 
(Ñ) Тор," = nlg N, 


(М log, УМ = TlogaN 


а . l 
(6) (ПРА Е bN = р (a > 0,251,620, 651, 


N > 0) 
СИ 利用 对 数 摘 底 公式 可 得 以 下 常用 等 式 ， 
los ph" = logd i logi М = - log, M; 
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Іор "М" = —log,M Јов, • log? = 1. 


其 中 各 字母 应 能 使 等 式 两 边 对 数 式 均 有 意义 . 

3. 对 数 函 数 

(1) RŽ y= №5 х(а>0Н аз ИИА, ХВ у = 
орх 与 指数 函数 y= а" ну. Я. 

(2) ХРА ЈИ РЕЛЕ 


ii) 定义 域 为 (0, + e) ARAC- 9, + = ) 


(1) BIS (1,0). 


Ш 3M0< x < ht, y < 0; | М Коса < 1 BF, y > 0; 4 
Ж z > 工时 ,y> 0， > 181,1 <0, И 


(0 在 (0, ње) БН | (0 在 (0, + о) БАЙ 


4. 指数 方程 和 对 数 方程 

(1) 在 指数 里 含有 末 知 数 的 方程 叫 懒 指数 方程 ,在 对 数 符号 后 
ВЕРН ЯНА ЯНИС Я, 

(2) 指数 方程 和 对 数 方程 的 基本 类 型 及 其 解法 如 下 表 . 
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类 型 O ERO O 
а) = с(а>0,а1,с>0 化 为 对 数 式 A) = loge 求解 
а) = о (а>0, аж) 化 为 f(x) = g(x) 求 和 解 


f аѓ) = Б) (а> 0, о 1, b0, b 两 边 取 对 数 求解 


#1) 
程 | 259 ebra ®t с=0 换 元 ,化 为 一 元 二 次 方程 求解 
w. Аьр "|F Bs 3 R РЕЧТЕ 
求 近似 解 的 某 些 特殊 方 和 PHAR 
log х) = сба> 0, at) ARMEA Sla = (а> 0, 
ETE и „ 16929 
i x log fi x) = loggií x) 化 为 不 等 式 组 和) >0 求 


E По) с: | 换 元 化 为 一 元 二 次 方程 求解 


р K 利用 图 象 求 两 曲线 交点 的 横 坐 
求 近似 和解 的 某 些 特殊 方程 ний ^^ | 


例 题 精 ін 


#1 已 知 &a>0,az1; 试 计算 
log, V За + 2 V 202 + log, V (3 _ /8)a. 


E 因 

log, V За +2 V 2a = log (V a V 3 + 2.05) 
= 1ов, Мам (42 + 1) 
= ; + 108. (42 + 1), 

loga V (3 ~ /8)a = log, (V a V 3 - 242) 
= №8. [Ма (12 — 1)] 
= $ + ЮВ - 1), 
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所 以 ,有 
НА = > + log, (12 + 1) +4 + log, (42 — 1) 


1+ log,[ (/2 + 1)(/2 - 1)] 


= | + 105,1 = 1. 


例 2 设 p,g 满足 logpp = logg = loge(P+9), 求 > 
解 > lopp = 0819 = оввбр +9) = 1,11 
р = 9,9 = 12',p + q = 16, 


可 见 9' + 12 = 16', 
4: 016): _ (4 ya 
即 l+ (3) = Co) = (可 入， 
因为 4 (а), 
P 
所 以 (1 -二 -1=0 
Р Р 


解 之 ,得 = 上 二 .由 题 设 知 p>0,4 >0, 放 4 -1555, 


З HATER а, Б, с(а< ьа MER x,y,z, и, # 
реет, l l l l роь е. 
у Z W 
证 明 IH a* = b" = с =70“ 可 得 
1 11 1 1 1 
aw = 70s, bw = TOr ,cw = 70z， 
Ki HIRE ATRI , ВИЗ 


(а) = = GD, 
所 以 abe = 70. 
Ё х,у, 2, ш АЖАРА, А a = b” = e = 70" = 1, № 
H a,b,c HAA 1 ЕЛА: 
70 = 2 x 5 x 7. 
依 题 设 ,有 agabe, ИН HV a=2,b 5, = 7. 00 a+ b=e. 
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94 TAER (а) = (EV а> OMERE R ERA AR 
glx). Ч x >O BF, g(x) = f(x), ЩЖ g(x) БАХ. 
Ж 因 g(z) 是 定义 在 及 上 的 奇 图 数 , 故 
g(- x) =— g(3), 
Ж х= 0, 49 g(0) =0, 从 而 z (0) =0. 
4 >0 时 ,/(%) = g(x) = С)" КЕ 
g(x)! = logi x = 一 105% (0 < х < 1). 
z cO,- x >0, Р 
z(a) = gl) =-Д-я) =- (2) = 
НБ раж 
g(x) = lol- х) (1 < x < 0). 
综 上 所 述 ,所 求 图 数 р(х) АЈБ РАЎ У 
loga{ — х) (- 1 < x < 0); 
вх) = Ü x = 0; 
— log; х (Ü < x < 1). 
$15 До) = 111+ 2+3 + + (п-1) + па), Н а 
实数 ,nm 是 任意 给 定 的 自然 数量 n=2. Ш f(x) x€ (-ю, 1 
有 意义 , 求 a 的 取 值 范围 . 
分 析 АВЕ f(x) 在 区 间 { - ,1] 上 有 意义 , 须 且 只 须 
+ 2 + 3 + + (а - 1) + ма > 0, 
HII a > [Br (2) еа (m =l], D 
Ни у = (Ох a < 1) TE E X Mk AERA, ПК Ч 
x€ ( 一 多 ,1 时 ,有 
(E + (全 和 ++ (227) 
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> mt 
_ nt = 108-0). © 
HO, QA 
a>- zla- 1), 
即 为 所 求 . 


б ТЕХ у = ов (а> 1,х>1) ЮВ БА, В,С 三 点 ， 
EHER EITI AI mim +2, т+4. FA ABC 的 面积 为 5, 求 5 的 
值 域 . 

分 析 如 图 7-2,4、B、C 在 x НЕ, 
Я An В, С. 四边 形 AABB, BB CIC, 
AA С.С ВЖЕ , ph 1 8133] 2] i$ А АВС 
的 面积 表示 为 m 的 函数 .由 


SA B B = 2 Пов," + log, (m + 2)] x 2 


= logum + log,( m +2), 7-2 
San c c = ов (т + 2) + 108, (т + 4) | х2 
= Іор, бт +2) + log,(m +4), 
Зал CC = 2 [log m + log, m +4)] x 4 
= 2 ют + Іов, (т + 4)], 
可 得 
Saase = Ѕда вв + SaB СС — ЭМ c C 
= [logam + 106, (т + 2) | + 106, (т + 2) + log, ( m + 4) ] 
– 2| log; + log,( m + 4) ] 
= Дов, (m +2) – [log,m + Іов, (т + 4) ] 
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_ 1 т + 
= OÉ mím +4) 


= Іов, [1 + mel 
ЖЕНЯ (т) = log [1+ и (> ЕКЙ 
(1, + <) LEMAR. 


4 9 
logal < f(m) < 108. [1 + Ixi: = loga -5 ， 


即 得 入 4BC 面积 的 取 值 范围 是 (0,log。 5). 
例 7 已 知 a>1,m>p>0, 且 方程 x+ lger = т 的 解 为 p, 解 方 
Erta sm. 


分 析 方程 x+log = m 可 变形 为 


орх = - x + т, D 
而 方程 х + а = m 可 变形 为 
а = — x + m. D 


如 图 7-3 ЯЛОО EP = 
орх 与 函数 y= - x + m 图 象 交 点 的 模 坐 
标 ,方程 名 解 则 是 函数 y= а? 与 函数 y= - 
х+т НИК, 函数 y = log 
Ы у= а 互 为 反 函 数 , 必 然 有 后 一 个 
交点 的 横 坐 标 愉 为 前 一 个 交点 的 纵 坐 标 y 
= m- p. ЯН у т-р. 

Жж A7 的 解答 巧妙 地 将 数 形 结合 ， 
利用 了 肖 数 图 象 的 性 质 . 

例 8 已 知 a >0,az1, 试 求 使 方程 

log, (x – ak) = log? ( x” — а’) Ф 

ARERI k BEEN H. 

解 方程 等 价 于 


8] 


x- ak > O, 
| — ак)? = x° ~ а?, 
即 等 价 于 
l r-ak > Q, 6 
2kx = а(1 + #2). D 
注意 到 а>0, 8% 
当下 =0 时 ,方程 全 无 解 ， 
Ч дов, ЛОНА У 


«= ЗО). Ф 
2k 
АЕ з), ik 
8+ в all- о 
Е КО 1) < 0. @ 


HOM k HRE- ®,-1}1{0,1). 

注 “本 题 还 可 以 用 数 形 结合 ВААУ ОКЕ: 6 y = (x - ак), 
у= х а ЗЕНА, З ВАА х 即 为 方程 (zx — ak)? = 
x- a HRE y =(х- ак) КИНА ak 只 有 两 种 情况 才能 
ИЕЛЕ а Л АК x > ok, 这 两 种 情况 是 ak < - a 和 < ak < a, ШЕ 
了 -4 所 示 . 故 天 的 取 值 范围 是 上 < -1 或 0<k<1(a>0). 

819 Ча 为 何 值 时 ,不 等 式 

log1 (V x? + ах + 5 + 1) + Jogs(x” + ax + 6) + 02.3 > 0 Ф 


有 有 旦 只 有 一 个 解 . 
зт ФР 
logs (V х2 + ах + 5 +1) 
— loga 
(U) Мат, ФАР 
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. 2 т 
108; ( x + ax +6) + т 20. е 


7-4 
Јод (V x? + ax + 5 +1) ` logs? + +6) gl. © 
70,4 uzr t ax +5, 则 @ 可 写 为 
log (Уи + 1) :logstu + 1) =1. @ 
观察 地 式 左 边 结 构 特 征 „1 РАЗВЕ F 35 РА 
Ки) = log(V и + 1) * bgs( u + 1). 
ЕЕ ТЕО, + оо | L КРИ. 注意 到 /(4) = 1,0024 /(u)= 
1 时 ,有 且 仅 有 0= ugt, 
即 Ü < х2 + ax + 5 = 4. 
进而 , 当 且 仅 当 х2 + ах +1=0 有 惟一 实数 解 时 ,中 有 且 只 有 一 个 实 
数 解 .此 时 
À = a° - 4 = 0. 
解 之 得 а=2,а= -21{ 售 去 ). 当 aa=2 时 ,xx= - 1, 
(1) 当 0<a<1 时 ,同上 包 式 可 写 为 


105 (Ми + 1) ` logs[u + 1) > 1. © 
АЕ) СЕБЕ 
x2 + ax + 5 > 4, 
上 述 不 等 式 有 无 穷 多 组 实数 解 . 


综 上 所 述 ,a = 2 为 所 求 . 
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— м 

1. E а < 29% < a” WEA ( ). 
(А)а>1 (B)a<-1 (CO-l<a<0 (D)O<a<1. 

2. BA IC (- 1.1) ИА (а) =g E ( ). 


l+ x 


(АИ (ВЯ 
(ОЗНА (РИН 
3. Ш y= x+ a Ë у= а(а> 0, а ПЕ НЕЕ ). 


(А) iC) iD) 
(第 3 题 ) 
4. 方程 logsx'log,3= [02559 的 解 集 是 ( ). 
(А)15{ (В) 13| (С) 15,3! (0) 1 х1х>0 H. xal! 
5. #1 <а<ь<а?, WE 2,log.b , logsa , log; a? 这 四 个 数 中 ,最 


天 的 和 最 小 的 数 依 次 是 ( ). 
(А)2 和 орва (В)2 和 Іов ва? 
(Сов Б 和 log;a (0310р, 和 ора? 
6. Ж f(x) = jlogl(z+ 阳 | , 当 -1<a<5<e 时 ,有 
Ка)>Ко> В), W ( ). 
(А) ас <0 (В) ар < Q (C)ae > Ü (0) &>0 
二 填空 题 


ех + 


(де Га (а) - [Да 
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— 
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8. # r3 = 648,3°-27 = 432, 则 实数 对 {x ,y) 是 . 
9. EL, NIR $< PE р(х) = а, ЖМЖ ф(х) = x°. WE 
Ка?) > gla) 的 a 的 取 值 范围 为 . 

10. 2 ДНЕ: | F(x) = fl — x +4),x€ R; j| Ч x > 2 
ВАНЯ, а = /(1.102],b =A) 1), с = f(log116) , W É 
小 到 大 a,b, с 的 顺序 是 . 

11. 已 知 关 于 x 的 方程 logs( x +3) - log? = а 的 解 在 区 间 (3， 
4) 内 ,实数 a 的 集合 为 . 

12. У 3 a 4° + 5° = 6* 的 解 是 . 
三 .解答 题 
13. ИГР ЯР ЖАНА, 


2+1 x+] 
Ka) = EHE (a,b € Вань). 


14. 对 于 函数 f(x) = LEE а), 


中 lol <1,151<1, 求 f(a} 和 5) 的 值 ， 
15. BAA% f(x) = opp(x+1), 并 且 当 点 (x,Y) 在 КМА 


上 运动 时 ,点 (人, 方 ) 在 y= g(x) 的 图 象 上 运动 , 求 函 数 р(х) = 


g(*) – Сх) ЕКА. 
16. 已 知 集合 
А = |y | Y= 1052 (х – 1), х > 2}, 


2 
B= {zlzs= То, 
mx + 1 


Bø, BcA R m 的 取 值 范围 . 
17. (1) 试 画 出 由 方程 


lg(6- x) + 1602 — 2) +logj0(x 一 2) А 
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所 确定 的 少数 y=f(%) 的 图 象 
(2) 若 函数 y= as + 考 与 y=/(%) 的 图 象 恰 有 一 个 公共 点 , 求 a 
的 取 值 范围 ， 


86 


第 八 讲 ”函数 [xj 与 {y| 


函数 [xj 表示 实数 x 的 整数 部 分 , 即 不 超过 x 的 最 大 整数 .通常 
称 y=[xj] 为 取 整 函数 ,又 称 商 斯 晒 数 . 记 tx| = x- [5], у= xji 称 为 
小 数 部 分 函数 . 

例如 ,[4] =4,[5.6]=5,[-к]=-4,14.3} =0.3,| -2.41 =0.6 
(而 非 0.4). 

TA, y= [r] HERE R, BRE Z, ERER R- 1). 

函数 у= |x1 的 定义 域 为 实数 集 , 值 域 0<1x1 < 1, EHHA 1 
的 周期 函数 .其 图 象 如 图 8- 2. 


图 8-1 图 8-2 

2. 性 质 

(1) 函数 = [xj] 是 一 个 分 段 表 达 的 不 减 的 无 界 函 数 , 即 当 ху 
x. НУ, l. |= [2]. 

(2) [n+x]=n+[x], $P n€ Z. 

证 明 [ал+ х] = 1а +15]. 1511 Еос іх ст, А+ 
+ 11] = [в+[хП=в+[& ВА [a + x] = n + [x]. 
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(3) x-F<[xz]=x<[x]+1. 
(4) Elx = [у] = п, Ш x= n+a,y=n+b, Ноа, bc]. 
(5) RAF- х,у [z] +[yl=[zxz +y , rl + ly 


=ix+yi. 


x 


ВХ 


知 


证 明 х= |а| + х, у= [у] +45, 


[х + у] = [[x] + iz] +[y]+]y]] 
= На) + [5] + +11) 
[х] +[y] + а + iyt] 
[x] + [5], 
[х] + і +Í y] + уі, 
= [x+ yi]+ix+ yl, 
[x +y] + ЮРАК = [х] + [У] + ix} + fr}, 
О [х + уг Се] + [y] = (ж афу, 
Ix] + iy} > {x + yl. 
(6) # х=0, у=0, И [му] 15115]. 
- [z], x€ Z, 
а x 2; 
— |r;=0, x€7Z. 
ГЕИ х7. 


(8) Ë лем, ИЕ] = [2,4 а-та, [la] =s]. 


х 十 Y 


š i W II 


注意 1215 а < [=] + 1) 都 是 整数 , 则 


nS] = [+] < [4] +1, 
[EJ 0 < [2] +1. 
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AUH ERE. 

(9) 大 整数 а, БА а= ba +r(b>0,g,r EEN, O< r< b), 
Я. 

10) :是 正 实数 ,是 正 着 数 , 则 在 不 起 过 的 正 整数 中 ,a 的 


倍数 共有 [二 ] 个 . 
' (11) 在 n! 的 质 因 数 分 解 式 中 ,质数 р 的 指数 是 


121 + [2 :] + =] + 
证 明 [21+ [2] + [55] + … 是 个 有 限 的 和 ,因为 当 玉 > n 
时 ,[ =0, 知 以 后 各 项 均 为 ,所 以 它 是 一 个 有 限 和 . 
因为 р 为 质数 ,所 以 n! 中 共有 [7 ] 个 数 是 p 的 倍数 :注意 ,在 
这 些 р 的 倍数 中 有 [3 LNE P 的 倍数 ;在 这 些 p2 的 倍数 中 有 [3 
个 是 p 的 倍数 …… 所 以 пі 中 质数 因子 p 的 个 数 是 
[, 1 + [21 + [21 + --- 
所 以 nl 的 质 因 数 分 解 式 中 , 质 因 数 р 的 指数 是 
[5] + [2] + [5] + 


p жж | 


例 1 ШУ x -BR x] +7=0. 
ЖЕ Мл] = п, М! 
х2 +7 = Sn, Ф 
ИН л> 0.8 Т n=x < и +1, AE 
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п2 +7 +7 < (п+1 +7. © 
AD, 24+ 
n +7 = п < (п+1)2+7= п2 +21 +8. 

18 1<п<2,4 < п=7, Жп=1,5,6,7Т. RAD, fF х2 =1,33,41,49. 
经 检验 其 ,x =l,v33,v 41,7 是 原 方程 的 解 . 

#2 解 方程 x+4|xjl=2[x|]， 

解 5 х= 1х] +1, М 

[x + xl + dlx} = 214], 

即 lal = HH. 

015} <1, 故 0< 121 <1.0<[s] <5, 可 知 [x]=0,1,2;3,4， 
HR 


х= [x]+ ix! = [a] H - 604], 


即 得 方程 有 5 个 解 х =0,.=1.2,ж:=2.4,л4=3.6, x5 =4.8. 2% 
验 知 它们 都 是 方程 的 解 . 


вуз HEAR DT E] f. 
解 “ 依 题 设 ,对 于 а = 1,210, Ez, i 
23n , 23(101 - n) _ 3 


101 * 101 
则 ал, зао) - l, E [234101 - n} = m] = 22. 
ao 

= 5 x 22 x 100 

= 1100. 


例 4 设 为 一 正 整 数 , 划 在 区 间 [1, #5) 内 有 多 少 个 实数 x, WÑ 
是 方程 | | 


ха] = (x - [5]. D 
Ж Vix=m+r НИ љ= 15), = і. Wigmen-1, 0er 
<І.ЖАФ, 9 
(тъ г) (т + r)'] = (m +r—[m + r])°, 
ЯП m + 3m°r + 3mr = [(m + r)°]. D 


CARH т? 3m r +3mr 是 一 个 整数 . Ч, 从 0 增 大 到 上 1 时， 
m` +3m° + 3mr 从 т? К) m° + Эт? + 3. Вр 
m) = m° + 3m°r + 3mr2 < m° + Зи? + З, 
FELL XPT 0=r<1.m' +3m r+ 3mr2 可 以 取 
m + 32 + 3m — m` = (m + 1) - m° - Í 

个 整数 值 . 

由 于 1 тап –- 1 ,所 以 ,满足 原 方程 的 x 的 个 数 为 
У (и + 12 - m - 11= n - 1-(n-1) 

= п-п. 

BIS 对 于 任意 аЄ Мп > 1), ЕЯ: 
[Vn] + [Мп] + + [№] = [lon] + Logan + … + Llog,n |. 

分 析 首先 考察 等 式 右 端 , 其 形式 启发 我 们 设 eanet], 
Зап З, ,于 是 等 式 右 端 
= Ко + kattu Ё. 

再 研究 等 式 左 端 , 作 和 集合 А = 1,2, [a (т =2,3,-°,п), 
ЯМ, An 中 有 [Yn ] 个 元 素 ， 

ВІА, (т= 2,3,5, п), ТЕБ An ННЯ Тв – 1 
次 ;又 ОоСА,(т=2,3,:--, k.) НОА НИТ k.- 1 DW; 
…in ER EE fE BHD Y k. - ПК, ХОР, Аз, Аз, A, 的 元 素 个 
数 之 和 是 
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本 (n - 1) + (k - 1) +" (k. - 1) = Ë + hs + "° + k, 
3 Маа) Б ыкка. 


故 原 式 成 立 . 
例 6 ЖЕНИ а, Ем, 
Га a [E = [EE] + ab. Ф 
解 ти azb, M 
е Б > [Z] + + a > 2 + ab. 
即 рО 0 +10 


H гы, "кт, a > 2, [E] = =0. 
EN O=r=b-1),M| kab, DAEN 
ая! (2) 


но, ЯЗ 
2 
kb + 20 + [p] = k+ kb? + rb. 地) 


车 r=0, 则 k=b+ 二 ,有 b=1,k=2,4=2. 
E re1, М Ь=2, В. 
о > kb? + br + kr z kb? + br + k. © 
HOQ GO 
Ар + 2kr = kb° + br + k. 
2 
此 时 唯 有 站 = b,r=1,R[7]=0,0 a= +1022). 


由 上 述 知 满足 要 求 的 (e ,4) 为 (n,n?+ ПК +1, л) в € N. 
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Я7 ХАЖ n 及 一 切实 数 *, 求 证 : 
[a] + [s+ E] a [z+ E] ++ [x +] = [nx]. 


分 析 一 ”根据 实数 及 有 理 数 的 性 质 知 , 必 存 在 一 个 不 大 于 n 的 
正 整数 ,使得 [x] + < <x < [x]+ 工 .于 是 ,有 


(Са) + Га в Га e HED [я 


ви) 
=(mn-—r+1)[x]+(r- 1)([x] + 1) 


= n[x] + r - 1. 


[x] + r — 1= nx < n[| x] + г, Ши i= nlx] + r — 故 等 式 成 


Х п 
М. 
Зат ERA 
Уба) = Сак] [zl 1566] - 1а 2] [a 24], 


б +) Гаа] +1 [ие И] 
-[x]-1= х) 

即 /xz) 是 以 二 为 周期 的 周期 函数 , 所 以 我 们 仅 需 证 明 ¿€ 10,1) 
时 , f(x) =0. 

根据 函数 [x] 的 定义 ,显然 /(x) =0,xE[0, 广 ). 帮 由/(x) 的 周 
期 性 郑 , 对 一 切 СЕ у(х) =0, 即 等 式 成 立 . 

ів EER А)... ] 中 ,含有 多 少 个 也 不 
相同 的 非 负 整 数 ? 

分 析 虽然 这 个 数列 中 共有 1980 个 非 仙 整数 ,但 是 其 中 有 不 少 


非 负 整数 是 重复 出 现 的 ,比如 前 44 А 00. 
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= PE BET 0, ER IN ERARE ЕО 


D- е 2k + 1 5 1980 MER. Я, 2k + 11980, ива 


9912 
本 RE], liggt э 
а, 1980 – 990 + 1 = 991 个 数 必 互 不 相同 . 


0892. |990) 
в), ol .. 19802, liogo $ 990 个 数 . 这 里 (+ 


12- 2= 2k + 1,3rP 1= 989. 所 以 2k +1<1980, 则 数列 中 任意 
ARR DIT, В Н , gk Е ВВТ X 1, 但 不 会 出 现 后 项 比 前 


项 太 2 及 2 以 上 的 数 , 即 这 990 个 数 是 0,1,2,… „1907. 495 这 496 


个 数 ， 
ЕИ Іні УЗЕ f 86 3 — f$ 991 + 496 - 1 = 1486 


个 (注意 [39 ] 数 了 两 次 ). 


例 9 设 ry 是 正 无 理 数 ,+ + = 1, 则 数列 [xz],[2z],…， 
[fazj,… 和 [y],[2y]1,…,Lny],… 包 含 了 一 切 正 整数 ,有 每 个 正 整 数 
仪 在 其 中 一 个 数列 中 出 现 一 次 . 

证 阴 ”首先 ,这 两 个 数列 都 是 严格 单调 递增 的 ,事实 上 ,由 于 * 
> 1, Га] 1, АТВ 

[(n + 1) х] = [пк + |x] > lrx]. 
内 此 ,任何 一 正 整数 п ЛЕ х 1, (251,5, Гл), НЯ 
次 ,同样 记 不 会 在 [y],[2yj,…,[ ryj,… 中 出 现 两 次 ， 
其 次 ,这 两 个 数列 中 无 重复 的 数 . GRE, ЕЕ ТЕЗЕ Ў а, Б, т 
使 得 
[az] = [by] = m. 
HF x,y 是 无 理 数 ,因此 
m < ax < m + 1,.m < by < m + 1. 


所 以 
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lz 1 m m 
m= m(— + —) = + 
x Y x у 
<a b е m+] m+l 41 
x Y 


这 表明 a + b 是 两 个 自然 数 芭 与 m+ 1 之 间 的 整数 ,与 a +5 是正 整 
WFE. 
最 后 ,证 明 对 任意 正 整数 m, ЕЕН rB АЖ. 4 
不 然 ,存在 正 整 数 ив, 
ux < m < m +1 < (u + Пух, 
у< т< тж < (+ Оу, 


从 而 u 


所 以 и+т < т, 
+1 < и+е+2, 

В u+u<m<m+l<u+u+2, 
这 是 不 可 能 的 . 

综 土 所 述 , 知 命题 成 这 . 

#10 已 和 一 个 长 方形 盒子 ,可 用 单位 立方 体 填 满 . 如果 改 放 
尽 可 能 多 的 体积 为 两 个 单位 的 立方 体 , 而 且 其 以 与 盒子 的 棱 平 行 , 则 
合子 的 容积 恰 被 填 满 40% , 试 求 出 具有 此 种 性 质 的 长 方形 盒子 的 大 
小 (92 = 1.2599). 

分 析 设 吕 为 一 具有 所 要 求 性 质 的 长 方形 盒子 ,a 过 se 为 符 
ВАЖИО 的 棱 长 .由 于 这 个 长 方 箱 内 可 填 满 单位 立方 体 , 故 а, b, 
c 均 为 自然 数 ,现在 放 入 体积 为 2 的 立方 体 , 它 的 楼 长 为 和 2, 故 а=2. 


我 们 知道 ,在 长 度 为 п 的 线段 土 用 娄 2 的 线 眉 去 量 ,只 能 量 [ 55 
K, ERRITEN. Н, а ту Нир A 
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EEE 

8.135] 

K a i 

体积 为 2 的 立方 体 ,由 于 其 体积 为 abe 的 40% , 则 得 
ayre 


所 以 
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2 
= 0.69 > 3° 


所 以 一 < >, mM n> 10 的 情况 下 g(n) <. 


T+ 


5 
利用 上 表 可 知 = 2. НА a >2, 则 
125 


баво) < (22 8 < 5, 

这 与 g(a)g(b)e(c)=5 ТЕ. 

因为 a。=2, 所 以 gb)g(ec) = 之 .于 是 可 推出 g(8) 和 g(c) 中 至 
少 有 一 个 大 于 ,因此 不 外 有 以 下 两 种 情况 ， 

(i) g(8)=2,8(0) = 2; 

0) g(5)= 字 ,8g(e) = (8 (6) = 5,606) =). 
但 (п) > 下 -= 机 >1.25. 所 以 (1) 不 可 能 .而 由 M0 给 出 b=5,c=6 

35 . 

№ Б=3,с=5. #(2,5,6),(2,3,5) ER. 


ж > 八 


一 填空 题 

1. 方程 5x +2[x] -31=0 的 解 为 . 

2. 方程 4x - 40[x]+51=0 的 实数 解 的 个 数 为 . 
3. 方程 3x - [х= 3 的 解 为 . 


а, [E= ГЕИ — 


5. ЖЕ [У n+V п+Уп | =2НЕЖ ЕАН O 
二 、 解 答题 


97 


6. 对 任意 实数 х, у, КИЕ 
2х) + [у] = [x] + [x + yj + [ y1. 

7. 求 方程 

па. 1 = 40 

的 正 整数 解 . 

8. 证 明 ; 对 任意 nEN, 有 

[Vn + Vn +1] = [v4n+2). 
9. i$ n 是 自然 数 , 日 n>3,3K TE 


peh (ер) 


10. 解 方程 
[x] 一 x 
Læ- 11 
H. (1) 找 出 一 个 实数 х, а) + {十} =1; 
(2) 证 明 :满足 上 述 等 式 的 x 都 不 是 有 理 数 . 
12. 前 1000 个 正 整 数 中 可 以 表示 成 [2x] + [4х] + бх) + [Ba] 
的 正 整数 有 和 多少 个 ? 
13. 试 证 ;方程 
[x] [2x] + [4x] + [8x] + [16x] + [32x] = 12345 
ВЕТ ЗЕЯ. м А 


1-1 х+11= 


T aoo 
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БЛІН =ВИЕМ=ЕМИЯ 


1. 《1) 按 道 时 针 方 向 旋转 形成 的 角 叫 司 正 角 , 按 顺 时 针 方 呵 放 
转 所 形成 的 角 叫 做 负 角 .一 条 射线 没有 任何 旋转 时 ,也 认为 这 时 形成 
了 一 个 角 , 并 把 这 个 角 叫 做 零 角 , 当 a = PBI, НЯ = МЕЖ, ЖИ 
概念 推广 后 , 它 包括 任意 大 小 的 正 角 、 负 角 和 和 零 角 . 

(2) 角 的 始 边 在 x 轴 的 正 半 轴 上 , 角 的 终 边 在 第 几 繁 限 ,就 说 这 
个 角 是 第 几 象 限 的 角 , 或 者 说 这 个 角 属 于 第 几 和 象限 .如 果 角 的 终 边 在 
坐标 轴 上 ,就 称 该 角 为 非 人 象限 角 . 

2. (1) 规定 :等 于 半径 长 的 圆 绝 所 对 的 圆心 角 伸 做 1 弧度 的 角 ， 
并 规定 : 正 角 的 强度 数 为 正 数 , 负 角 的 弧度 数 为 负 效 , 零 角 的 弧度 数 
为 零 , 任 一 已 知 角 a 的 弧度 数 的 绝对 值 


а|= 一 
| r? 


其 中 1! 为 以 人 第 a Е fB BJ B AME, z 为 图 的 半径 . 这 种 用 
Ее Зра fa E p i E A aa SE l . 
(2) 弧度 制 来 度量 角 ,实际 上 是 在 和 角 的 集合 与 实数 集 R 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 关系 . 
(3) 角度 制 与 弧度 制 的 搁 算 : 
180 = х, 
о _ ПА 
1° = “180 = 0.01745 弧度 ， 
1 弧度 = (HE) = 57.30 = 57°18'. 
(4) 如 果 扁 形 圆 心 第 用 弧度 a KER, НВА ВВК 
I =l|eal:r, 
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扇形 的 面积 = а! E, 
其 中 > УЕ. | 

з. (1) 任意 角 三 角 函 数 的 定义 : 设 e 是 一 个 任意 大 小 的 角 . 角 
的 终 边 上 任意 一 点 р(х, у), ЕЕ BU PB а E г> 0). 那么 角 а 
的 正弦 ,余弦 .正切 АИ ЛЕ AAE 


sina = 2; сова = 2; 
tang = X, софа = =, 
x y 
зеса = =; CSCC = у. 
ЕК RR EDRI EA RAAR Е 9028 N РА 
HASAR. 
(2) 同 角 三 角 函 数 的 基本 关系 式 : 
i 倒数 关系 : | 
sing * сзеа = 1; 
cosa ' веса = l; 
tana + cota = i. 
К 商 数 关系 ; 
tang = 220, 
соіа = сова 
sing 
j| 平方 关系 : 


sinia + сова = 1: 


1 + ша = aec o: 
| + соРа = све’а. 
上 而 这 些 关系 式 , 我 们 都 称 之 为 恒等式 , 即 当 a ВОВЕ ЗАРА ñb 
有 意义 的 任意 值 时 ,关系 式 两 边 的 值 都 相等 ,以 后 所 说 的 恒等式 都 是 
指 这 个 意义 下 的 恒等式 . 
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(3) 八 个 基本 关系 式 十 分 重要 АНГ, ЕЕ: 

(i) 已 知 某 角 的 一 个 三 角 匡 数值 , 求 它 的 其 余 各 三 角 函 数值 ,根据 一 个 
角 的 某 个 三 角 明 数值 ,利用 平方 关系 式 求 这 个 角 的 其 他 三 角 晴 数值 时 ,一 
般 要 进行 分 类 讨论 ,而 这 种 分 类 讨论 又 取决 于 开 方 运算 时 的 符号 . 

中 化 简 三 角 棚 数 式 ,化 简 的 一 般 要 求 是 :由 尽量 使 消 数 的 种 类 
最 少 ,项 数 最 少 ,次 数 最 低 ; 回 尽量 使 分 母 不 含 三 角 消 数 式 ;( 如 根 号 内 
的 三 角 范 数 式 尽量 开 出 来 ;中 能 求 得 数值 的 应 计算 出 来 . 

(И) 三 角 恒 等 式 的 证 明 , 由 繁 到 简 是 三 角 租 等 式 证 明 的 一 种 策 
略 , 其 本 质 是 化 简 . 证 明 三 角 恒等式 常 从 较 繁 一 边 变 痪 到 较 简 一 边 ， 
若 左 右 两 边 都 较 繁 , 则 可 分 别 从 两 边 向 相同 的 结果 , 即 “左右 归 一 ， 


(4) 1 = sina + сова = tana’ cota = саса" sina = seca * cosa = secta — 
tar а = сас?а — соба = зіп — > = = 0080 = tan — = ° ЖЕЕ ла ЧЛ 
“1” ,可 以 退 为 进 ,便利 问题 解决 . 


4. 七 组 诱导 公式 可 归结 为 ;3 如 +u(kE2Z) 的 三 角 丽 数值 奇 变 


АЛ, ЕА", HI k АИ 的 蜡 名 ( 正 
蓄 与 余 纺 互 换 ,正切 与 余 切 互 换 ) 消 数值 ,前 面 加 上 把 a 看 成 锐角 时 
原 函 数值 的 符号 ,天 ВОКЕА) Аа РАИ ЗР а 的 同名 本 数值 ,前 
面 加 上 把 о 看 成 锐角 时 原 孙 数值 的 符号 . 

5. (D) 三 角 晒 数 图 象 的 作法 一 裔 有 两 种 .一 种 是 列表 描 点 法 , 男 
一 种 是 几何 法 ( 利 玫 隧 数 线 ). 后 者 比较 精确 ,但 作 图 较 难 ,在 实际 男 
三 角 函 数 图 象 时 ,主要 采用 一 种 近似 的 描 点 法 一 一 五 点 法 . 

(2) 正 茧 联 数 , 余 隙 函数 的 图 象 和 性 质 如 下 壹 . 
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[ -Z + 2k, + | (CEED) 4 
[| +25, 2х к\к 4 | "дут, (2k + Пя ВЕР 


[2Е- }я,2 (БЕ) + 


(3) 通常 三 负 函 数 的 周期 即 指 最 小 正 周期 .函数 y= Asin(am + р) Ў y 
= Ложка + g)( 其 中 Ань, 为 常数 ,4 #0,w x0) 的 周期 = 2. Ri 
HA ,影响 上 述 两 类 三 第 函数 局 期 的 色 是 自 恋 量 x 的 系数 . 

在 函数 y= Asin(wx + p) + 中 含有 四 个 常量 4 ,o,p 和 ,其 中 
А Чо MERRIER, с НЕЕ БАНИ. 

y = siny — y = sinx + K 
(EFFE); 
y = sinx y = sin(x + Ф) 
(ZAFE, METH); 
у = мих > y = sino | 
(伸缩 横 坐 标 , 周 期 变换 ); 
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у = чих т ү = Asinx 
(伸缩 维 坐 标 ,振幅 变换 ) ; 
一 般 地 AR = Asin(an + ФА > 0, и > 0)(x € ВНЕ НЕЕ 
用 下 面 的 方法 担 到 : 先 把 у = sinx 的 图 象 上 所 有 的 点 回 左 {(P > 00RA 
《9p< 山 平移 181 个 单位 .再 把 所 有 各 点 的 司 坐 标 缩短 tw > DREO < 


w< 了 到 原来 的 -- 倍 ( 纵 坐标 不 变 ) ,再 把 所 得 的 各 点 的 纵 坐 标 伸 长 (4 > 


ПЗ (0 < 4 < 了) 为 原来 的 4 倍 ( 横 坐 标 不 变 )， 
(4) (D 正切 函数 ,人 杂 切 函数 的 图 象 和 性 质 . 


х Ет 2 k€Z {x| x=kx,k€ ZY 


— m 


R 


т | 
一 1 


C kr, k+ О kC. Z) 4 


(i) ЕУРАЗИЯ qis PS Sk Я ЈА PE ВО, F ИВА. R 
tps rss ле X bk EPERRA. 


6. (1) 定义 ;函数 y= sinr EL- F, DRR RRR E 
АЖ ИМЕ y = aresinx. АЖ y = cosx( x€ [0,=]) Ë) РАК 8k z 
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RRR ILIE у = агссовх. 函数 y= tanz (z€ ( - > 2 М 
BHI E HI A „ЕЕ y = агмапх. Р у = се (0,7) ) ВБ Es 
ЗИ А КН РАЗ EIE у = arctanx. 

у = aresinx( | х | ЖІ) ЕБ у = Е” AJ PR 5 , ШЕЕ y = 
sing, z€ [ -5> > МБХ, 其 他 类 似 . 


(2) REZAR ERKAN, BEIER, 反 余 切 函数 的 图 象 
和 性 质 如 下 表 : 


ERR 


arccot( 一 ж) 


(3) FE S be I ТИ x, агссовх , aresinx , aretanx , arc- 
cotx 均 表 示 一 个 某 特定 范围 内 的 角 , 对 于 它们 的 同 角 关系 式 , 根 号 前 
的 符 导 则 是 惟一 确定 的 .如 arcsinx РЕК – 2 > ,了 ] 的 一 


个 确定 的 角 ( 弧 度数 ) ,这 个 角 的 正弦 恰好 等 于 х, Вр 
же [-1,1], 
arcsinx C [~ 5:51, 
sin(aresinx) = x 
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АЗИИ ERHI arcsinx = z, a C ( — 2,2 1, 得 到 sina = 
x 的 形式 ,根据 同 第 关系 式 丸 有 
Goslarcsinx) = м 1 = а? 
(ап( агевіпх) = -一 二 一 人 fx = + 1), 
7E -wx 
其 他 类 伺 , 有 关 它 们 的 和 和 , 差 , 慷 半角 的 三 负 函 数 运算 中 常 通过 换 
无, 简化 结构 ,但 其 间 须 重视 原来 角 的 特定 范围 ,这 是 解 题 过 程 中 不 
容 锰 锡 的 重要 条 件 , 关 于 反 三 第 等 式 的 证 明 ,还 党 采取 两 个 步骤 : 山 
证 两 角 的 某 同名 二 名 畏 数 值 相同 ;人 两 角 属 于 该 三 角 函 数 的 同一 单 
调 区 间 内 ,在 反 三 角 沙 数 的 变 找 中 还 常常 过 色诱 导 公 式 的 灵活 运用 . 
7. 最 简 三 角 方 程 


方程 | И 方程 的 解 集 
[аі > 1 _ й, 
д 

g=] slz =2вя+ E rEZ} 

SINX = а ———— ы——-— 
а= - | иная Zins 2 rEZ} 
мі |z]x= тъ ( - 1) аара KEZ! m 
а! > 1 | д 
а= | | 4 х1ж= 2л СЯ) 

| сов = a 一 


ах = (26+ l)n КСА} 


| ат < 1 | хіх = 2х + areosa kEZI 


аха а= йл +аніапа КЕЙ ии 
сах = а | xix = Ал + агссие КЄ Z| 


8. 数 形 结合 , 定 


性 图 图 , 图 下 小 是 研究 三 角 盟 数 和 反 三 角 畏 数 
的 一 种 极为 常见 的 思想 方法 . 
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Я 题 精 H 


(х>0), 


@ 1 (1) BRER но) = (х=0) 


试 作出 y = H sinn hRg. 


(2) иж и (=) = о 


БОЕРА ЯЯ у = М (агсвіп(ѕіпх)) HEAS. 
(3) АЛЕН у = arcsin(sinx) 的 图 象 . 
E (1) АЫ, 函数 
x E (2kz,(2k + 1) к) 


. 1 , 
y = H(sinz) = й 1 x €C [(2k - Dn, 2kr] (k € 2), 
其 图 象 如 图 9 - 1. 


(2) 当 xE[-1,0] 时 ,arcsinx € [ - F310], 当 xE€(0,1] 时 ， 
0 хЄ[- 1.0], 


x Е И 
arcsinx € (0,7 ] Ë у = M(awsina) = | Е. 


其 图 象 如 图 9 -2. 


图 9-1 图 9_， 


(3) у = arcsin(sinx ) 是 以 2 НКР. 显然 它 也 是 奇 函 数 ， 
更 只 需 讨 论 在 10,r] 上 范 数 的 图 象 ， 


4 z€ [0,7 lR, 
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y= arcsin(sinx) = х, 


当 xE | , «8, 
y=arcsin(sinx) =n- х, 
根据 上 述 性 质 , 作 出 图 9 —3. 
例 2 已 知 e>0,.5>0, 求 证 : 
ab = (азнех + beos2x ) (acosx + 


bsi?) 0) tby 9-2 
= 4 - 
证 明 А а>0, b>0 i 


(asin x + bcos х) Сасоѕ2х + Ваш x} 


= [Casin x + boos.%) + (acos z + bsin x)) 1 
> 2 


_ (a+b )2 
= 4 , 
М (wsin x + Бсов х) (асов х + bsin x) - аб 


= (asins + bcos acosx + bsin2x) 


— ab(sin”x + соѕ2 y }2 
= (а- Ysi xcosx = 0, 
故 不 等 式 成 立 . 
з 图 9-4 是 函数 
у = Asin +g)-l 
的 图 象 的 一 部 分 . 求 4,pya 的 值 .这 
里 4>0,eEL0,2r)， 
解 HE 2430 
А = Hy - (-3)] = 2, 


上 所 以 ,有 
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(27 


y = 2sin 3%+ 9) -1, 
又 由 图 9-4 憩 x=0,1 时 ,y=0, 即 


2зт@ — 1 = 2sin 77 + ф) -1=0. T) 


注意 到 ФЕ [0,2r) Фи фе е. 


H r= 经 =3, 根 据 图 9-4,a = 4, 
21 
3 
例 4 iZ M = бх, у) еу =1,5>0|,А= f(x, у) 1arctanx + 


arceoty = пі ,求证 :NC M. 


ШЕ АЯ агсіапх + аггсоіу = T, D 
ВІ] arctanx = я - агссоіт. 
所 以 ап(агсіапх) = іап(л - arctany) = – іап(атссоіу), 


即 得 х = - 3. ay = 1. 

注意 到 这 里 x > 0, у<0, ТИН x < 0, у> 0, # aretanx Є 
( - 2 0) ,arccoly € (0,2). S% агсіапх + arccoty < r, X 50 
FF. ETA МСМ. 

КН (1, DEM, 0O, SN k NCM. 

t ”在 进行 有 关 反 -角质 数 的 运算 时 ,注意 从 定义 出 发 考虑 问 
题 , 要 认识 到 反 三 角 匀 数 值 是 限于 某 个 区 间 的 “特殊 " 角 , 在 相当 多 的 
场合 由 于 它 团 于 特定 范围 而 使 问题 变 得 简单 .同时 要 注意 日 变量 У 
滑 数 间 的 一 一 映射 关系 , 这 也 常 是 问题 得 以 解决 的 一 个 不 容 乱 视 的 
因 来. | 

#15 设 *E[0.r], 试 比较 cos(sinzx)ËJ sin(cosx) 大 小 ， 

ЭМ > x = 0. >, r 分 别 代 入 cos (sinx) 和 sin(coszx), 948 
cos(sinz) > siní cosx}. 
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又 当 > <х<х 1,0 <вівя <1 <-> > 2 < — 1 < cox < 0, Ш] 


с08( sinx ) > sinf cosx ). 

下 而 证 明 当 0< х < > Pf, cos(sinx) > sin ( cosx), РЯ SE uE BB 
sin(-> ~ пх) > sin(cosx). B 0 < x < 2,9 0<2 一 siny <5,0< 
cosx<1<- > . 故 只 需 证 明了 – sinx > cosx , 即 证 明 sinx + cosx <> ,而 


siny + eosx = 2sin( x + 4) < 2 < 7 成 立 . 

例 6 Ж у(х) = sin(cosx) 的 最 小 正 周期 . 

Ж 首先 ,由 

f(x +27) = віп cos(x + 2m)] = sin(çcosx) = f(x), 
HAR f(x) 是 周期 孙 数 ,2x 是 它 的 一 个 周期 .假设 两 数 痰 xy》 存在 最 
小 正 周期 7, 日 0< 了 <2x. 那 么 
sin[eos( x + Т) | = sin(cosx) 

对 一 切实 数 x 成 立 . 

JR х=0, ERIS X 


sin(cos Т) = sinl. 
АТ — 1 сов Г < 1, РЕЖ sins #E[ -了 ,> ] 上 递增 ,有 
sin(cosT') < sinl. 
ЯН! 故 不 存在 ТЄ (0,2к) УРА 六 x) 的 周期 .所 求 明 数 (x) 的 景 
小 正 局 期 为 2x. 
т ЕЯ (+) = 3sin( Т) Ск 为 非 零 整数 ), 试 求 最 小 


正 整 数 ,使 得 当 % 在 任意 两 个 整数 间 ( 包 括 整 数 本 身 ) 变 化 时 ,函数 
至 少 有 一 个 值 是 函数 ДЕ МНН ГСН 
最 小 值 m. 


分 析 SEEI, M ro 108 让 时 ,函数 PCxz) 有 
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RAAS HT + М 2+, х= 080. трус) 
小 值 - Е 


2д 107 
= kl ТЕТ Ф 


НФУ нера УС) ESA ЧЕ М, 9—18 
为 m, 且 为 非 零 整数 ,可 见 函数 OBRA М 与 最 小 值 m 的 目 
RHEA ERKEL, n nE N) Е РЖ 2, 个 值 ,第 一 个 为 x 
_ Sr 第 2n 个 为 x， = On 1) к +35" g 


T 6k’ t 6k’ 
Xin X| < Й, 
10(m —1)x 5я 
Ер р + < n. 
因 О, 5% C T DT + Z 


(2-1) 2 < 5, 


推 得 т< 2 -一 上. 9) 


欲 使 对 任意 大 的 正 幕 数 n, OAR IEA Tal. 

8 ТРЕНИЕ АРЕНЕ 
AAA (9 ЈЕ АЙБ, Я ЖЕНАМ 与 一 最 小 
Нм. 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 Tai HAA 碎 x) 在 任意 两 个 整数 间 至 少 
有 一 取 最 大 值 M 的 自 变 量 值 ,也 有 一 取 最 小 值 п 的 自 变 量 值 ， 

由 中 得 1 下 1 沽 10r, 从 而 得 所 求 最 小 正 整数 = 32. 

Ж ‘ЕВ, 函数 Гоа FE М 与 一 个 
Ё m MERI 了 不 超过 二 并 非 不 证 目 明 的 . 


例 8 已 知 a,8 为 锐角 , 且 х(а+ 2-5) >0, 试 证 不 等 式 
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f(x) = ( ва). + ( 088)" < 2 


sinB sing 
对 一 切 非 零 实数 x 成 立 . 
ШЕ £ х>0, DE 


I а, Є (0,75) НСО 


О <= -а< < 


+ 


Ü < 


tja мд 
оч teja 


-В<а < 


根据 正弦 函数 在 区 间 (0, TANAN, A 


0 < sin( 7 — a} < sinf, 


Ü < е) — 8) < sina, 
BI 0 < cosa < sinf, 
0 < cos < sina. 
所 以 0< 98а <1,0< E <р. ER ЕЯ, + wm) 上 严格 单 


ERA Aa) </(0) =2. 
若 x<0, 则 a+B< 瑟 , 仿 上 可 知名 $ 1,580 > 1, 则 函数 /Lv) 
在 区 间 ( — ® ,0) HERR EREN, XA f(x) < f(0) =2. 
综 上 所 述 ,对 一 切 非 零 实数 * ,所 要 证 的 不 等 式 成 立 . 


这 里 补充 介绍 一 个 重要 不 等 式 : 
sina са < tnea аб (0,5). 


证 明 如 下 :如 图 9-5, 单 位 圆 0 中 ,AC 为 切线 ,可 得 


балов < ŠER < SAC 
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L.y l p. .1. 
E- і sina < 5 l a < | ` tana, 


IEIR АТАШЕ 2 AE. 
上 述 证 明 无 疑 是 利用 面积 关系 证 题 的 一 
ТАЧНЕ. 


例 9 求证 :在 区 间 (0, 亚 ) 内 存在 惟一 的 
З (с, 4), с,0Є (0,7), Н e< d, 9 
sin(cose ) = c ,cos(sind) = d Жи. 

M RER (5) =sin(cosx)-x,xE[0,7], 则 大 zx) 在 定义 域 上 ， 
为 连续 函数 . 任 取 x1, € [0, 子 ] 使 得 Os a 8 a< fm) = 
sin(cosz)) — vyf) = sin(cosx;) — xz. 

由 于 у = coss Ж[0, > ] ЖМЖ, M cosxl > cosxz, 且 соох, 
com [0,7], П у = sins 在 [0, 3 1 上 是 单调 递增 的 ,所 以 sin 
(cosx) > sin(cosx2). ХВ ху < x2, № sin( cosxi) — x; > sin(eosx>) — 
ха, В Сат) > хо). ВИА ЕО, ERRAR. 

01/00) = ми! > 0,15.) = 一 子 <0, 故 了 (x) 的 图 象 在 区 间 (0， 
PES x 轴 有 惟一 交点 , 即 存 在 惟一 实数 e € (0, > ) ,使 得 等 式 sin 
(cose) = c ЖА. 


间 理 可 证 明 存 在 惟一 实数 LE (0, ) ,使 得 等 式 cos(sind) = d 成立， 
因为 cos(sind) = а, Pi эт (сов (sind}) = sind. 注意 到 sind € 


(0,5), НЕ (0, АЯ с 使 sin(cosc) = с Л, ИХ с = sind. 
s x > O В, пх < x 上 成立, 有 snd < d, Б c < 4. MARA. 
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1. 函数 у= 2% sin( + — 3+) № ( ). 
(E (вх (От ЖЕ 
2. 不 等 式 arccosx = arocos(2x + 人 的 一 个 解 十 ). 


i 1 1 
(J-> (ВУ (Gl 00-1 
3. 把 函数 y= sin(2x + 下 ) 的 图 象 向 右 平移 8 ,再 把 所 得 图 象 上 
各 点 的 模 华 标 缩短 为 原来 的 广 , 刘 所 得 图 银 的 画 数 是 (C ) 


(A)y=si(4 +20) (Ву чл(4 +) 


(С) у = sindx (D) у = siny 

4. 已 知 0<x<y< 皇 ,又 设 a= in b = 222 се sela у), 
WJ ( ). 

(Aja<b<c (B)b<a<ce (Cic<a<b (D)e< b <a 

5. 方程 arcsin(sinx ) = T€ |x! ЗЕ ( ). 

(CA)5 个 (B)6 т е от (D) 无 穷 多 个 

6. 2 0<а< 5 Н аз т. 8 z = l logana 61 - sing) 1, y = 
Пову (1 + sina ) | „Ш x Му 的 大 小 关系 是 j 

(A)x > y (B)x < 7 

(C} О<а < Hx > y, Му <a <, х<у 

(0) Чо<а< д. х<у, ма <a а, ку 
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二 ,填空 题 


7. ЖЖ Р(х) = зіп(2х + p) 的 图 象 的 一 条 对 称 轴 方 程 是 *x = re 
H ФЄ (0.z) Мо= —_ 


8. 函数 у= Asin( их + gg)(4>0,w>0) 在 同一 周期 内 当 x = 三 


12 
时 y 取 最 大 值 2, 当 x= - кВ, у 取 最 小 值 -2, 它 的 解析 表达 式 
是 
9. 若 secx + tans = 2 osca + cotx = ,其 中 “是 既 约 分 数 , 则 
m + n = 


10. 方程 1181 - 2cosx 的 实 根 的 个 数 是  “. 
inf 


‚ asin 
11. Ж ОЕ (0,2), А = oosgsing ‚В = angel Cc- 


. д ing 
cosbsing "" „Р 一 casgeosg , Dj A ' В, C, D 中 最 大 的 一 个 是 


12. 对 002, сов 9 + 2тзіпб -2m -2<0 成 立 的 实数 m 
的 范围 是 . 
三 .解答 是 


13. WEH f(x) = arceosx – ОЖ. 
14. 试 证 ,对 所 有 正 数 x 都 成 立 不 等 式 ， 


2 155. 
区 二 sins > 0. 


15. 解 方程 :cos'x — этих = (пе N, n 为 奇数 ). 
16. 试问 = sins? E: E] Kg? 说 明理 由 . 
17. 有 多 少 个 实数 * 满足 方程 
1 
5 


lopx = sin(nx). 
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第 十 讲 ” 两 角 和 与 委 的 三 角 逆 数 


|. 三 角 函 数 式 的 恒 等 变 形 主 要 依据 一 般 的 法 则 和 和 重要 公式 , 除 
HARR .诱导 公式 外 ,有 和 ,着 , 倍 , 半 公 式 , 积 化 和 着 与 和 差 化 积 
公式 ,万 能 公式 等 .这 几 组 公式 中 最 基本 的 公式 是 两 佣 和 的 余弦 公 
式 ,其 他 会 式 都 可 以 由 它 推导 出 来 ,推导 过 程 中 的 一 些 变 换 也 是 富有 
代表 性 的 ,这 些 公 式 的 内 在 联系 和 推导 线索 如 下 表 所 示 . 


万 能 公式 
эта = 一 


сов2а = 


tan2e = 


82a = атл 
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B| АЯ 
Авіпа + Всоза = А? + B'sin(z + B) 
A 


РА 


sin( a + B) = миа созВ + eosa: sing 


coala + B) = созасовВ ~ sina • sinf? = 


tuna + tun? 


1 — tangtanë 


tan( z +8) = 


ИННА 
sin (а — Ë) = sina cos — воза 18 


605 (п — Ë) = cosa cos + sina sin? 


шп(я +£) = 1 + tangtang 


BENERA 和 差 化 积 公式 
, l.. А |. + siny = 25 x+ y _ 
sina 0088 => [sin(a + 8) + sinfe — B) ] sny + siny = 291—908 — 
x x — y 
2 


aint 一 sity = 2008 sin 5 


+ 
x+y f 
с05х + сову = 2005 5008—77 


соѕа- и = [sin(a + В} - ма -В)] 

Y 
1 

сова cos = > [<08(а + B) + сова - B) 

2 OORT 一 аву = ас 


Ча ц = [eos(a — 8) — cos(a + 8)] 


2. НЯ Я .半角 公式 刻画 的 是 和 角 、 差 角 、 倍 和 角 Я 
分 别 与 它们 相应 的 单 前 之 间 三 角 函 数 的 关系 ,关键 在 “ 角 上 .所谓 和 
ARA ЧЕ .平角 与 单 角 彼 此 都 是 相对 而 言 的 ,深入 观察 .分 析 问 
题 中 所 涉及 三 角 函 数 式 所 含 角 间 的 内 在 联系 ,对 角 进 行 “ 组 合 ”、 变 
形 ,常常 是 灵活 运用 这 些 公式 解决 问题 的 关键 所 在 . 和 . 积 互 化 则 是 
揭示 三 角 函 数 的 加 法 { 减 法 ) 运 算 和 乘法 运算 互相 转化 的 规律 . 和 状 
化 积 时 必须 是 在 两 个 同名 三 角 画 数 间 进 行 , 且 系 数 的 绝对 值 相同 , 凡 
是 公式 中 某 个 式 子 没有 意义 的 角 , 都 不 适合 公式 .三 角 等 式 的 证 明 的 
形式 有 从 左 到 右 、 从 右 到 左 、 左 右 归 一 等 ,通常 采用 化 繁 为 向 , 逮 步 消 
除 等 式 两 边 式 子 的 结构 在 角 、 阔 数 种 类 及 运算 上 的 差异 的 方式 ,注意 
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利用 公式 和 定理 的 双 商 性 ( 既 可 以 从 左 到 右 , 系 可 以 从 右 到 左 ) 及 各 

PEIE RRAZ ARR MEE E FARREA ERE, 

审时度势 ,从 角 ,函数 .系数 等 方向 选择 合理 的 角度 进行 便 等 变形 . 
3. 半角 公式 中 , 根 号 前 的 符 导 由 半角 所 在 象限 决定 ,把 asina + 


сова 化 成 va + bsmla + 2) 时 ,其 中 辅助 角 с RRT ad 的 符号 
及 tang = 过 .万 能 公式 提供 了 用 角 之 半 的 正切 表示 该 角 任 何 三 角 函 
数 的 可 能 性 , 若 令 mm 2 = +, 网 a 的 各 种 三 角 函 数 就 可 通过 万 能 公 
式 化 成 为 变 元 的 函数 ,使 三 角 问题 转化 为 代数 问题 


例题 精 讲 ш | 


例 1 (1) E сов (2а - В) = - Q. sin(a- 28) = +, H 
а, ВЕ (0,5), оо(а+ В). 


(2) ЕЯ sina = A10 Sin (a + B), sing = 10, ВЕ (0, 2 >), 3k 
tanta +B). 
分 析 (1) 观察 角 的 特征 : 
а+8 = (2а - В) - (а-28), 
HEH соз(2а – В) ,sin(a — 28) , 故 只 须 计算 sin(2a — B) ,cos(a – 28). 


依 题 设 ,由 а,ВЕ (0,5), # -5 <2а-В<л, -л<а-28<>. 


‚ H ењ(2а- B) = – ` ,Sin( a – 28) = 2, НД 
віп(20 — В) = м1 – сов (20 - B) 


| 4 5 
1-(- = Ha, 
cosla - 28) = v1 - sin(a - 28) 
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-i 27. 


从 而 可 得 
costa + В) = cosl (2а — В) - («- 28) ] 
= cos(2a – В)сов(а ~ 28) + sin(2a - B)sin(a – 28) 


(1). 5,4%. 2 
= 9) 3 t 9 3 
_ 75 
-T5 
(2) Н ВЕ (0, 7), sing = 10, it соз = 2710 注意 到 


и = (0+8) - В, MTEL TERR, | 
эта = зи! (а + B) - В] = sin(a + В) сов8 - ‘eos(a . + B)sin8 


= sin(a + 8) ° 3 а + В), <10 D 
У sina = A inla + B), 2 
НН, OE 2sin(a+ В) = – соз(а + 8), 
Hp tan(a + B) =- F. 


例 2 KB: cos10?: соѕ20° * сов30° * с080? - сов50° * cos60 * cos70" · 
cosa", 
分 析 一 ”各 余弦 函数 的 第 依次 为 
107, 20 , 30 ,40 , 50 ,60°,70°, 80. 
利用 特殊 角 的 三 角 丙 数值 化 简 ， " 


HA = L (оо + cos70°) ， L (овд + COSSOP) + 57 (cos90° + 
cos30°) · 方 (cos90 + cos10°} 
工 cos70s - с0850° - соз ЮР * с0810° 


”16 
118 


УЗ os70 * со550° • cosl 


— 32 
= +3 (eos120° + сов20°) соз10° 
=- УЗ cos10° + B eos20° " cosl 
=- B 5107 + УЗ (cosa + с0510°) 
_ 3. 
T 256’ 
HHZ VF 3:10 206. 402 ‚80°, В НО 2 18. Я 
售 角 公式 可 和 作 如 下 变换 


coslÜ" * cos20° + соѕ40° + cosBOP 


= gin10° * c¢os10° + cos20° + соѕ40° • соз80? 
251110 


= торта" ` с0520° + сов 40Р • ©0380? 


= apsis ’ cos40° • 03809 


_ zippi" › сов80° 
911602 sin20P 


- - = 二 cosl0 
= J6sinl0° = 16sinl0p 7 820° 


于 是 ,所 求 乘积 为 


оњ" - 208302 + cos% » соѕб0° + сов70° 


ТЕ 


= 3990810 " с0890° * соз АР 


= coel0r(cos120° + соз20° ) 
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= В ез}? + УЗ 10。 " сов20? 


- 128 64 

= - 23 910" + 58 (cos30° + с0810°) 
3 

= 256: 


з Ж: 
(1) sin84° — sin48° + sin24° + sint2°, 
(2) 1а0189° – cot63° + tan297° — с01171°. 
分 析 (1)“ 凑 "特殊 人 角 , 有 
EA = (sin84° + sin24°) ~ (sing? — sinl2°) 
= 2sin54°cos30° ~ 2sinl8°cos30° 
= \3 (154 — sin18°) 
= 2/351т18°с036°. 
ЯНА, ЕАН, ВЯ 
原 式 = 2⁄3 аше. * сов36° 


Е 811720 
T 2cos18° 


_ 33 
= 5. 
(2) 利用 请 导 公式 简化 所 给 三 角 式 ， 
原 式 = tan9° — іап27° — tan63° + tan81° 
= (tan9° + tan81°) - (tan27° + tan63°). 
再 " 切 "化 “ 纺 ”, 即 得 


51190) sin 
原 式 = cos9° * cosBl” cos27° + cos63° 


И 1 А 
T со89° : віпд° ” cos27° + sin27° 
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_ — 2 _ 2 

T sin18°? 81п54° 

_ 2(sin54” — sin] 8°) 

T smli- sin54° 
4cos36° ` sinl 8° 
Sinl82 + sin54° 

= 4. 


例 4 ЕЯ 


acosa + Бата + е = Q, 


ӨӨ 


асоз8 + БзшВ + c = 0. 
В а=0, aß, 0,86 (0, п) WK собо + В). 
解 0-01 
а(соѕа - cos8) + b(sine – sinf) = 0, 


ВЛ — 2asin athain z Ë + 2bsin a Во 258 = 0. @ 


H a ВЕ (0.5) ав. 2100,2) Ат 


В = Ü. (4) 
H a0, 及 名 ,中 可 得 
antte _ 5 © 
2 а 
В, H Rë 2: 5k РИ 
I-a 1-( пор 
2 а 
、 sec + 1ап0 — 1 l- seeÜ + tand 
例 5 MEB: ео tan +11 + 3660 — tanb’ 出 
证 明 (HPS 


1 + 510 — cos) созд + sinf — 1 
1 + sin + созд T cosb — sing + Г 
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(0zkw+ #7). © 
2 = (9109 — сов)? + (sinf + cos0)2, 


即 l (3100 — eos6) = (sinf + соб)? — 1, 
所 以 {1 — апд + с089)(] + sinÜ — cos) 
= (1 + cos + sin8)(cosÜ + sin9 - 1%. T 


ОРЕЛ + cos9 + sinB) (1 + сов0 — віл), BIRS. 
Е 1. ИЖЕ К РЕВ; 
(1) 注意 到 tano = sech- 1,9 
{208 sec – 1 
чес +1 ” tanb (tanð z 0), 
BE tan8 =9, 也 显然 成 立 , 应 用 等 比 定理 得 


tang апд + (зееб ~ 12 secd + tand — 1 @ 


sech +1 © (sec + 1) + tanÜ — sec + tan) + 1° 


tanĝ — 一 一 : 
及 _ tanĝ tang — (веса – 1) 1 - вес + tanÜ © 


see) +1 — (зе0+ 1) — tan ” Í + secd — tanh’ 
比较 全 ,起 即 知 全 成 立 . 综 上 所 述 ИПА НЕ. 
(2) 变换 “人 让 .四 右边 可 变 为 
sec? — tan’d — sec + tang _ (sec — tan0)(sec0 + tan - 1) 
sec’ — tan”) + зесб — tan (sech – 1100) (sec + tanp + 1) 


_ вес + tan – 1 
~ весб + tand + 1’ 


Вр 0823. 
2, ЕК ЕЛА ЩЕ Я ЕЯ р, ЕЕ АЯ ГЕ 
A ,不仅 侈 是 采用 了 由 因 导 时 的 思维 方式 ,其 中 隐 含 有 执 果 索 因 的 思 
维 方式 ,三 第 等 式 的 证 明 方 法 出 此 可 见 一 斑 ， 
#6 EW tanla + B) = Мапа, КЕ 
251128 ~ sin2a = зіп(20 + 28). D 
717 DRP 
2sin2B = sin(2a + 28) + sin2a. 
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地 又 可 改写 为 
45103 - созВ = 2sin(2a + В) + соғ, 
Bp cospi 28118 ~ sin(2a + B)] = 0. (3) 
依 题 设 ,tanfa+ В) = Зіапа. Ё! 
sin(a +В) _ 3sina 


сова + В) — сова ' 
可 得 sin( a + B)cosa = Зато * cos(a + В), 
也 就 是 
sin(a + В) соѕо ~ sina ` cosla + B) = 2sina • cos(a + 3) , 
Rj sinB = Zsina * совќа + В). 出 
HGD X ЖЕ 
sinB) = sint2a + B) — sinB. D 
НОЯ) ЗА, KEARDE Y. 
#17 证 明 
1 
no t ang + U + ТИ = cotx 一 с012"5, 
其 中 ,ENz 天 0 ,b=0,1,2. n, AEZ. 
证 明 BA х5 А, В reanl k= 0,1,2, в A EZ). 
sinr 540. со х 有 意义 ，- 般 地 
] 2cos’g- с052а _ cosa cos2o 
sima ” sina — sine ` sina = 999 ~ Ote. 


В о = х,25,225, 0,28-1,09 


1 
их = coly — сох, 
тах = сах 一 сох, 
1 п-2 n-i 
ani, = 2 x- с012"7 x, 


1 
вш2”х 
ЖЕ БАТА АЛИ НИИ КЕ EA. 
m| g (1) # a,b,c ER*, WEH 


= col2" y — cot2"x, 


t a-b t b-c ta _ tana 
arctan g р + arctan] be + arc nc = агсіапа. 
(2) ЧЕН arotan > + arctan y + `° + arctan 5 = arctan(2n + 1) 
= 
- 4096 N). 


分 析 (1) 观 察 欲 证 等 式 的 结构 ,联想 到 差 角 的 正切 公式 , N а, 
b,cE Rt Ш a =tana ,b = tanñ,c = tany,a, B, yC (0, > ) ,于 是 


anla + 8) = аш = 1 а. 


НН Л <a - B< Н 


а -В = arctan 7 А = = arctana — arctanb. 
同 理 , 有 
arctan 2-26 = arctanb 一 агсіапс. 
1+ bc 
b b — c 
所 以 arctan р ah + ВС], t 81180 | 
= (arctana — arctanb) + (arctanb – arctanc) + arctanc 
= artana. 
(2) 因 


ta (2k + 1) — (2k — 1) 
arctan 5 = arctan 1 + CE 


= aretan(2 + 1) — arctan{2k - 1). Q 
яя k = 1,2,: п ВО 


1 
arctan 2 = агс{ап5 - arctanl, 
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| 
arctan g = arctar5 ~ arctan3, 


ан вия 


1 
arctan у 7 


将 上 述 各 式 相 加 , 即 得 


= aretan(2n + 1) — ағсїіап(2п — 1), 


1 l ... _ 
arctan у + arctan + “° + arctan 7 


= arctan(2n + 1) - aretanl 


= arctan(2n + 1) — д. 


Жж ЯТИЯзНАПЖЯ ГАННА ЗРЕО 
和 式 中 每 一 项 都 改变 为 两 项 之 差 ,尔后 前 后 铺 项 相 消 ,使 和 式 简化 为 
欲 证 之 最 简 结 果 . 

例 9 Е (0) = sin°0 + sin (0+ a) + эп? (9 + 8), Н о, B 是 适 
È Ожа< Вал 的 常数 ,试问 с, В 为 何 值 时 , ГУ ЖЬ 0 ЖЕН. 


分 析 投石 同 路 . 取 6 之 值 分 别 为 0, -a, Во, 
Fo = fl-a) = А-В) = До), 


Вр sina + зіл?В = sima + si (В - а) 
= sinB+ зи? (а - В) 

= 1+ cosa + cos°B. Ф 

由 山 可 得 sin2a = sin В = Si 2{B— а) = 2, (2) 


B| О<а<рел, 0 < - a= x, НОЯ 
sina = sinB = sin( Ë - о) 8, 
可 解 得 a= 28-27. 
以 下 再 证 a= 了 ,8= д ОК .事实 上 ， 
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ДВ) = эт + sin?(0 + +) + ві (9 + 2х) 


| — соз(26 + 2х) 1 - cos(20 + 42) 


_ 1 - 20329 
2 Í 2 + 2 
= 3 _ 57 cos20 一 六 [ecos(2 十 2х) + соѕ(20 + ат] 
_ 3 _ A 290 1 ' 2cos(20 + m) ， + cos = 
”2 2 2 3 
_ 3 
7 2 
НВ. 

Яю мя 

F(x) = | cos2x + 2sinx * cosx – sinx + Ax + В | 


E Оха 7 FEA М 与 参数 A,B 有 关 , 问 A,B 取 什 么 值 时 М 
最 小 ”证 明 你 的 结论 . 
分 析 Р(х) = lv2sin(2x + 2) + Аъ ВІ. A=B=08} F(z) 
成 为 
f(x) = /2 1 sin(2x + 2) 1， 


ЕЕК, ЕК x1 2, к = T, ns а, И OBRAK 


2. 作 图 观察 ,猜想 v2 即 为 最 小 的 МН. 
正面 论证 难以 展开 ,继续 抓 住 上 述 特殊 情形 ,从 反面 考虑 .假设 
存在 Аз, Во 木 同 时 为 0, 有 
37 


maxF(x) = /2 оа 39), 
刚 РС 8 ) <y2， F(A g) =/2, РС ) =/2. Вр 


42 +3 о + Bo| = №2, 
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‚+ до + Bo < 2, 


42 + Ao + Bo = 2, 


tE RL je 


- 12 < 2 + 3 Ao + Bo < 42, 


-a-a Tos Ba = 42, 


-42 = 4/2 + Ao + Bo = 2. 
化 简 得 
- 212 < gA + Bo = 0, 


0 < 284, + Во = 2⁄2, 


- 243 < ZA + Bo < 0. 


注意 到 
x 
8 


Ao + Bo > 0, 


Ар + Bo = 0, 


ЯП Ав=0, № 
Э 40 + Во = Ô, 


4, + Во = 0, 
Я] А0. 
可 见 Ао = О, ХА Bo = 0, 导致 矛盾 .这 说 明 若 存在 A, В 不 
同时 为 0, 则 MM 不 可 能 小 于 或 等 于 /2. 
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一 .选择 题 

L. 要 使 im - Зоюа = SESAR, m 的 取 值 范围 是 (C). 

(A[-10] (800,2) 

了 3 

(OL -1,3] 00015,4] 

2. 已 知 :sina = 二 ,cotB=2, 且 a 在 第 二 象限 , 则 anla- BB) 的 值 是 
( ). 

(А)2  (В)-2 (0) (0) - 2 

3. 已 知 :25sin?9+ sin9 — 24 = 0, 在 第 一 象限 ,那么 cos АЕ 
( 2. 


3 3 42 4 
(A) š (В) + z 03 (D); 
、 tanB sin Ë 
4. ËA ABC Ф, = inio MZ A ABC Я ( ). 


(АЕ ЕВЖ (ВЕ 

(ОНЖЕЯЖ (ОПЕКЕ 

二 ,填空 题 

5. 方程 sinx + cosx = 天 ,在 区 间 10,rj 上 有 两 个 不 等 解 , 则 实 常 
Ж БИН ВЕ. 

б. ѕес50° + cot802 的 值 为 . 

7, 1ап20°(сѕс10° - КИНА ， 


8. Ва, ВЯ, Н cos(a + B) = 2, cos(2a + B) = + , MÍ cosa 


— 
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9. A,B,C ЖА ABC 的 三 个 内 角 ,那么 ,cos А + со В + cos? С + 
205 Асов Всов С 的 值 为  . 
10. Е? ЕЕ arecotx + arceot( xy ) = arctan3 的 一 切 正 整数 解 是 


(ул 5 л osu 
11. 已 知 sin( 才 – а) = jp eE (0,4), M 一 的 值 是 
сова + а) 


12. 已 知 cosA – cos B = J sind ~ sinB = ~ 广 ; 则 sinl A + В) 
值 是 . 

= REM 

13. Ж tan6°-tan42°:tan66°*tan78°B94Ë . 

14. EA a, В 都 是 锐角 , E 3sina + 2sinf = 1,3sin2a - 2sin28= 0. 
ЖИЕ:а+28=5. 


15. EM «ВЕ (0,x),tan 7 = ,sin(a+ В) = >, cosĝ. 
16. CHAR /( x) = Jasin x – 243 asinxcosx + G + b HENE 
是 [0,> ] , 值 域 是 [ - 5,1] R a,b КИН. 
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第 十 一 讲 ”正弦 定理 和 余弦 定理 


l. БЕ: А АВС 中 ， 


ü ое | 
sind sinB заб ~ 2R. 


EIRA 
а = 2RsinA, b = 2RsinB, c = 2RsinC. 
2. 余弦 定理 :在 入 4BC 中 : 
a? = b? + c? — 2becosA; 
b° = с’ + а? ~ 2ассозВ; 
с2 = a° + b2 - 2abcosC. 
3. ЕЛЕНЫ АЕ Е ТӘЙ М — fi J 21 JE 3° # BJ BN T" T 
分 重要 的 定理 ,在 不 少 场 全 使 我 们 免 去 了 添置 辅助 线 所 带 来 的 种 种 
ЎТ. 当 所 涉及 对 象 出 现在 几 个 互相 关联 的 二 角形 中 时 ,要 特别 注意 
其 中 的 公用 角 { 边 ) .相等 角 { 边 )、 互 补 角 等 ,灵活 应 用 两 个 定理 进行 
计算 推导 . 
4. ЕЕ НН, — fB JÉ X Ej BT X:F A BJ IE 5 H РНЕ А 
径 ,与 圆 有 关 的 相等 角 . 呆 补 角 甚 多 ,因而 圆 成 为 正弦 定理 在 几何 中 
应 用 的 一 个 最 为 重要 的 场所 之 一 . 
5. 利用 未 弦 定理 易 得 斯 台 沃 特定 理 : 
fE АВС Н, Вр = р, РС = q , WJ 
AD = Pp + eq _ 


p +g | 
ПЕНН “如 图 了 -1, 在 和 4BD tA ABC 中 ,运用 余弦 定理 得 
_ e? + р? Ар? 


соѕ В 20p 
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因 а=р+ч, КЛОН 
Ар? = b p+ с2а Е 


= ptg 
台 沃 特 定理 串 直 接 得 到 以 下 重要 结 
№: B 
(1) 当 AD EA ABC 中 线 时 ,p= фе To, Mil- 


得 AD? = ТБ +2- а?) AD = 1/2 +22 APRE 
AA. 
(2) 当 AD 是 全 4BC ВЯ ИВ 


ас 


belb Бета) (Буса) 


(Бъ с)? 


1 


有 АВ = -be sls- а), 


2 
b +< 
其 中 ;= 一 (a+ b+ e), ШРЕК. 
(3) 当 A 的 高 时 , AD” = b? д ей, У р+а= 
a, 解 得 р = 52042-02 + e?) = 50а? +b- с2), 8% 
р нате + 2 а 22), 
HII Ар = AARET = а? De 


= Ls aNs S b)(s = O). 
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HP = (а + be) Нр ВС 边 上 高 的 长 度 公式 ,进而 A4BC 的 
面积 

Saase = Ta AD = У а) bN 0), 
即 得 海伦 公式 ， 


例 м | 


м1 已 知 锐角 入 ABC 的 外 心 为 万 ,过 4， 
B,D ЕН, ЯНЬ АС, BC НЕМ, N 
两 点 ,求证 ; ^ MNC ВУК А 3:26 26 А ABD 
的 外 接 圆 半径 . 

分 析 Ж МЕСА 上 ,如 图 11 - 2(1), Ë 
接 BM АР. BD. 

ХАМВ = Z ADB = 2Z С, 
于 是 MBC = Z C ,# 
MN _ _ MN 
sin C 7 віп MBN ` 
НЕСЕНИЯ А МАС, ^ ММВ МНЕ 
径 相等 . 
£ М Е СА ЧЕКЕ, 
Z AMB = 18? - Z ADB 
= 180 246, 
同样 用 MBC = Z C. РАЙ УУ. 

类 似 地 ,可 以 证 明 其 他 情形 . 

十 2 已 知 , 如 图 11 -3,0 ЯН — mir 20) 
ABCDE A — Я, НИТ = Z2,Z3 = Z4,ZS5 = 
6, 一 7 = 一 8. 求 证 :9 和 一 10 相等 或 于 补 . 

分 析 一 9 和 一 10 相 等 或 互补 , 诱 使 联想 sn 9 = sinZ 10. WE 
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图 11 3, 2135 RHE UL IESK НАЛ 
置 了 一 条 “传递 "正道 . 
ФА ов ов _ _ 0 B 
sin 10 ` sinl ` sinZ2 7 sinZ3 
ос OD ÒD 
~ sins 4 sin sinó 


_ DE OE _ O D C 
sinALT  sinZ8 ` sinZ9' 
所 以 зп 9 = 51210,9 91,710 相等 或 互补 . Я 1-3 


Ж ”如 何 应 用 正弦 定理 ,本 例 是 富有 局 发 的 . 

З 如 图 11 -4, 在 全 ABC 中 ,是 BC 边 的 中 点 ,24 的 平分 
55 ВС T D zh A.D .M = MEB] ЯР AB.AC РЕ FAA kK 
HE: ВЕ = СЕ. 

分 析 证 明 两 线段 相等 的 方法 很 
E ЗП ВЕСЕ 放 在 两 三 角形 中 
考察 , 因 M E BC 中 点 , 易 想 到 连 EM, 
FM В МА ВМЕ, ^ СМЕ 不 全 等 ,然而 


u ВЕ CE ao- 
A AEW ри = cy Z ETARA H 的 ， 
Ë: МЕ, MF. 因 BAD = Z САР, X. 


Z BME = 2 BAD ,— СМЕ = 2 САР. 
ВАРАХ BME = Z СМЕ. 


_ ВЕ _ ВМ 
EARME 中 ， nZ AME “sn BEM’ 
在 各 Cr 中 ， СЁ сМ 


sin CMF зіп СЕМ" 
BZ АЕМ + Z АЕМ = 1807. Ё 
sin BEM = sin” AFM 
= віп(180° – Z BEM) 
= sin- СЕМ. 
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Ти = SE ВМ = CM ,所 以 ВЕ = CF. 


例 4 如 图 N - 5, ABCD 为 阅 内 接 四 边 形 ,过 A E— AM 91| 
PM ,MO ,MR ЗЯЎ Р ВС. CD. ГА, Е PR 与 MO 相交 于 NN. 求 


分 析 ”比例 式 中 四 条 线段 不 易 直 接 发 生 
ЖА. НМ P.C.O NAA, M. R D.Q W 
点 站 圆 . ВАЗ ABCD 本 身 内 接 于 贺 , 可 考 
а НЕЕ Я: й РММ = Z1, RYN = 
22, Z MNP = A Z MNR = Z4. Е A PNM Ж 


h. 有 = и ‚ТЕЛ RNM 中 ， а 
_ _ MR 
` sin A EJ 115 
PYsin 1 p MRsin. 2 而 
Ё PN = sine 3 ' NR = sin 4 ` 


PN Pisin 1 
Z3+ A4=180, 有 sinZ 3 = sin 4. Ар = MRsinZ 2 ` 


因 MP ВС, МО 1 СБ, МЕ АР, M.P.C.Q ЧИ, М. 
Ор. В IN h L [B], НЕ ви = віп С, віп 2 = зів“ D. X. А.В. 
C pS HI, G sine G = sinZ À, sin Z D = sin В, Sr DL Ca = 
РМап C PMsn А 
MRsin ZD ` MRsin B’ 

在 Ró PREM #ll Ве RAM 中 ,有 PM = BMsin В, МЕ = МА ‘эт 


Z4 RAD EEA = В. 


#15 WE -6, 2 АВС Ф, АВ =33,AC = 21, BC = m,m} 
整数 ,又 在 АВ 上 可 找到 一 点 中, 在 АС 上 上 可 找到 一 点 下 ,使 AD = DE 
= EC =n, H n HERO H m 可 取 何 值 ? 

解 ТЕЛАВС Л АВЕ 中 
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33 + 21° - ше А 


СОЗА = о 33x2l 

_ n? + (21 — n) - п? 

7 2n(21 — n) И Е 
化 简 得 n 

21 -п_ 1530- m? 8 C 
п 7 33x21 ' И 
А Æ 11-6 

Ер п(2223 - т) = 3 х7? x 11. D 


Я mn 均 为 整数 , 破 хт x 11 的 因数 ,又 EC < АС, AD 
+ DE> АЕ, МВ T< n <21. FE n WESER 3? 3 H. 

当 n= 了 =9 时 ,由 由 解 得 m 非 整 数 ， 
应 售 去 . 

Y n = ИВ, НОЯ т = 30. 

所 以 ,m Я 30. 

例 6 MIÉ OAB 的 中 心 角 为 43, 半 р 
60 АЖ POMN ЕЯ 形 (如 图 11“ P о 
-7) ЖЕР К 1 的 最 小 值 . 图 11 -7 

Ш МОР = 0, OP = х. ЖШ 
Z NOP= 45°, Z NPO = Ф, FT DJ OP = NP = MỌ = х, 00 = 
У ОМ? - МО? = К ~ x, # A РОМ 中 ,根据 余弦 定理 ,有 

РМ? = ОМ? + ОР? - 2 OM OPcos Z МОР, 


Hil Р = R: + x° - 28 + x + сов. 
站 4 
_ OQ vR- x 
x cosd = дм = р 
2 2 
ik 12 - юа оњ УЕ, 
= К рад 2053 R° — x°, 
于 是 Зх д2 = д2 а 02 
两 边 平 方 得 
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4x2( 2 x) = хі 2002 Р) + (R° _- 32, 


St - 2(R2 + Ра + (R2 р)? = 0. D 
设 x1 ,x ЗОН ‚В 
A = 48 + 2 - 20( R2 - PY > 0, © 
2 2 
xl + 02 = aR D > 0, 3) 
2 22 
2. 2 = ЧЕ ~ @ 


(Q 由 显然 成 立 HS 
(R2 + P 2 - 5( R2 - P)? 0, 
Га. 12 +45082 - РИ + É _ JS(R2 - P] > 0, 
在 人 РОМ Н, ОРМ Я, A OM > PM , R > 1.1 


К? + {2 + J5(R2 – P) > 0, 5) 
К? + F - J5( R: - P) > 0, © 
НО), $28 (045 +1) 25 (45-1) 82, 
Ra > H - уг 2. 


Х 1>0, FA ISAR, l = SR. 


#7 A D Tl E E A ABC 的 边 
BC 上 的 两 点 ,使 得 一 EBP = Z САЕ. 
ХУ M TWIN S| АВО, AACE M 


1 
AHAS вс 的 切 点 .求证 : Е + MD 
1 S 
= NC t NE ` 
_ t #118 

证 明 ”如 图 11 зв Ир 

BD i 1 
= МВ- МП’ NC? NE TA НОЛЕ 

BD- МЕ. м СС. МВ. MD D 
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W М ЯМ 2} ААВЬ, A ACE НИЕ У ВС 的 切 点 , 故 有 
MD = (AD + BD - с), МВ =+ (e + BD - Ар), № = (b + СЕ - 


AE), NE = (АЕ + CE - b) Ж ВЕЗАО 
BD(AE + СЕ – b)(b + СЕ - АЕ) 
= CE (c + BD - Ар) · (AD + BD – с), 
即 Вр( СЕ? — b? — АЕ? + 2b + АЕ) 
= CE( BD? - с? - Ар? + 2с • AD). D 
BD 


sing 


iZ BAD = Z CAE = а, Е AABD, GACE = ВЕСЕ BB 5 


BD ` AE * sinf = CE + AD + sint, 
即 р. BD - AE = c+ CE- AD. © 
М A Q n] НЕН 
BD( СЕ? – b? - АЕ?) = СЕ(ВП? - с? - AD’). Ф 
# A ABD , A ACE РЕЖЕ BS 4 


СЕ? – b? - АЕ? ВО? - ë – АГ? 
b- АЕ о = - 2cosa = с. АБ . (5) 
HO х БЕЗ, 
例 8 AARC 是 圆 上 的 内 楼 锐角 三 角形 , 连 AQ . ВО. CO ЕЕ 
、 с pe рат. DD БЕ ЕЕ 
分 别 迹 对 边 于 DE, F, AA 0 Рр. Е.Е. ЖЕ: + ВЕ + СЕ 
=1. 
ЭМ МОР 人 于 , 稍 作 变 化 : 
р’ R- OD D 


AD T R+ OD’ 
HARET Ор Fj A ABC 的 边 .前 间 数 量 关 系 探索 ,如 留 11 - 9, 连 
接 CD' ВЕ’ ЛЕА OCD 中 
137 


DCsin OCD 
sin ODC ° 


Е a| ОСЬ = Ж - ZF = Ж-А. F 


“Z 
Z ODC = B + Z BAD = B + Z BCD' = Z B + Z <S 
s £ 


ӨР = 


Фр Z АСВ = %F + B - С, Br J 


0D = Юзт(9 — A) _ __ReosÀA 
T sin(9% + B - C) сов ~ DY D 
2 Recos Bcos Ç 
i в _ cosp cosh _ 
Ш DD = R - OD созСВ — C)’ НЯ 11-9 
2RsinBsin Ç 
АВ = R + OD = cosl B - С)’ 
有 DD _ соз Вес tBcot C. 


AD ~ sinBsinC ~ ° 

ЕЕ’ 

ВЕ 

注意 到 一 个 熟知 的 事实 , НИЕ АВС 中 ,有 


tand + tanë + tan = tanA ~ tanë * tantl. 


BE: = соб + cothA, EF = cotA * см В. 


Вр cotA ' cot + со В + eote + соб‘ со = 1. 
所 以 AD * ВЕ ` СР 
= сов + сйс + col ootd + cotÀ * cotB = 1 
#19 АП, ВЕ, СЕ 为 全 ABC 的 内 角 平 分 线 ,D、E、F 在 边 上 ,如 
i ЕРЕ =YP, 3R ВАС 所 有 可 能 的 值 . 
解 ” 如 图 11 -10, 设 EDA =a, 
АРЕ = B,Z CDE = y, Z BDF = ó , 


LAED = 0,а,8,У,8Є (0, 5 ). 
TEA AED r, НЕЕ HIS 


АЕ _ sina 
AD  si' 
同样 ,在 会 СОБ 中 B 11-10 
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ЕС _ siny _ siny 
f  sm(180° -的 一 Sing- 


q АЕ _ AD sin 
所 以 ЕС CD тд’ 
又 因为 ВЕ 为 一 ARC 的 平分 线 , 有 
АЕ _ АВ 
EC ` BC? 
HD, Я 
AB АР > sina 
ВС — CD- siny’ 
同 理 可 得 
AC _ AD sinb 
BC BD sin” 
Ча+В= 2 Y+ 8= > B зіп = сова, sinô = cosy, RA OH 
АС _ АВ, сова 
BC ВР cosy’ 
Н), Of 


АВ ВО sino: cosy 
АС СВ яту * сова" 
fEZ ABC 中 ,AD 为 人 BAC 的 平分 线 , 有 


АВ Вр 
АС CD 


HELO ДПИ 


slna * cosY = cosa * sinY, 


НО зт(а – У) =0. ИИ a = y. uj Я DE 是 .ADC 的 平分 线 , 有 


AE _ AD 

EC DC’ 
由 四 ,图 可 得 

АВ _ АБ 

ВС ~ DC ` 
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2АзтС _ 2R' smÜ_ 
Bp 2НзшА ` ‚. А’ 
2R sin > 


其 中 R,R' 分 别 为 全 ABC, AADC 外 接 圆 半径 . 
化 简 @ 得 os 全 = 地 ,有 A= 符 . 即 为 人 BAC 惟一 可 取 的 什 . 


一 ,选择 题 
1, SABC Ф, = a, А] sing + cos B ВЕЧЕ, ЕЕ: ( ). 
р ль 
5 
(C)(0,/2] D, 


2, AARC 中 ,sinB =sinC'cosA, У e =10 В, a,b AART z 的 
Эг -Ilk +5) х t3 k + 14) = ОПР, Д] ABC 的 周 
长 是 ( ). 

(А)22 (ВМ (6277 (D)48 


зтВ cosd + 20050 ` 
| i 
3. АВС Я", C уту pM АВС WA ( у, 


(A) 等 腰 直 角 三 角形 

(ВАНЯ 

(C) 等 腰 三 角形 或 育儿 三 角形 

(DD) 锐角 二 角形 

4. 车 全 4BC №35 К а,Ь, с 同时 满足 a = t + ct – bes, 6“ 
=“ д сга? ДАУ АВС 是 ( ). 

(4&) 不 等 边 三 角形 (B) 等 边 三 角形 

(C) 直 角 三 角形 (ЕАН ЯЖ 

5. A,B,C 为 三 角形 的 三 内 角 , HAH ( sinB - sin4)x + 
(sind —sin()x + (яс — sinB) -0 AER, ВАЖНА ( ). 
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(А) В > 6 (В) B>&P 

(C}B<6P  (D)B<6P 

二 ,填空 题 

6. В ХАУ =2a,P 3; ХАҮ 平分 线 上 的 点 ,AP=m, 过 4、P 
两 点 尾 必 一 图 与 XAY SET B.C Bisa. WJ AB + AC 的 值 是 OO 

7. AABC HHK a, b, 是 三 个 相 仓 的 自然 数 ,a > b > c, Ха 
= leco C, ] sind :sinB:sinC = 

8. 是 等 边 全 4BC 内 部 一 点 ， АРВ, Z BPC., Z CPA 的 大 小 之 
EX 5:6:7, МЫ РА. PB. PC 的 长 为 边 的 三 角形 的 自 小 到 大 三 个 内 
ЯЗ H, a 

9. 如 图 ,在 全 ABC 中 ,4C = ВС, ZACB = 8,0 Ў АВС 内 一 
A, Z ОАВ = 10, / АВО = ЗР, АСО =. 

4 


Р ñ X Y C 
(第 9 题 ) (第 10 题 ) 
= НЕМ 
0. BA ABC 的 顶点 引 两 条 射线 交 BC S X, Y.H HW EZ ВАХ 
ВХ. ВУ АВ? | 
= Z Cdy, 如 图 ,求证 : СХ. СУ = АСТ 


11. 如 图 ,4B МО 的 直径 ,P E АВ 的 中 点 , 纺 PE БН АВ 
ЕР ДЕФО ARIZ PF = РВ, EF 5 АВ ZT G. ЖЕ: Z PGD = 
Z PGF. 

12. 已 知 图 内 接 四 边 形 的 一 边 为 直径 ,其 余 三 边 长 为 a,6,c( 如 
图 所 示 ) . 试 证 明 这 个 圆 的 直径 是 关于 * 的 三 次 方程 x (аг + Б + 

141 


с?) х — Zabe = 0 К. 


ви) {第 о) 
13. Anal, О 1: D E.A ABC AA AC 上 А 
НА =2, ( = 45°, Н Z ADB = 60P. 
求证 : АВ E A ВСР ЮУ 00788. р 
14. 已 知 三 角形 АВС 的 三 边 a,5,e 和 4 > 
АНА ВСЕ = аси В + 
E :第 13 题 ) 


2 
eol4. 试 判定 该 二 角形 的 形状 . 


15. 一 个 二 角形 的 三 个 内 由 的 比 为 1:2:4. 求 证 : 骨 平 分 线 与 对 
ИНЕТ m ae РИТМ. 
16. ЛЕ Я S АВС 中 ,AC = 1, АВ=с, A ABC УНЕ R = 


1 ,求证 :cos4 < c= 2sin( A + 5): 
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第 十 二 讲 平面 空间 两 直线 的 位 置 关 系 


立体 几何 是 研究 空间 图 形 的 一 个 学 科 . 
1. 平面 的 基本 性 质 
公理 1 如 果 一 条 直线 上 的 两 个 点 在 一 个 平面 内 ,那么 这 条 直 


线 上 的 所 有 点 都 在 这 个 半 面 内 

这 时 我 们 说 下 线 在 平面 内 ,或 者 说 平面 经 过 直线 .公理 1 是 判定 
直线 在 平面 内 的 依据 . 

公理 2 ”如 此 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,都 么 它们 有 且 仅 有 一 条 
通过 这 个 点 的 公共 直线 . 

ZEE 2 是 判定 商 平 曾 相 交 、 作 岗 平 面 的 交 线 ,在 空间 判定 点 在 直 
线 上 或 多 点 共 线 的 依据 


公理 3 经 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 有 且 只 有 一 个 平面 ， 

根据 公理 3 有 以 下 一 个 推论 : 

推论 ! 经 过 一 条 直线 和 这 条 直线 外 的 一 点 ,有 且 只 有 … 个 
平面 . 

推论 2 ЕАН НН НН ТУ. 

推论 3 经 过 两 条 平行 直线 ,有 且 只 有 一 个 平面 . 

2. {1}) 两 条 直线 的 位 置 关 系 如 下 表 甩 示 . 
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两 条 直线 的 位 置 关 系 是 空间 图 形 中 最 简单 ,最 基本 的 关系 之 一 ， 
室 间 任意 两 条 直线 无 论 是 重合 ,或 是 相交 ,或 是 平行 , 均 可 归结 为 同一 
平面 内 的 两 条 直线 的 位 置 关系 , 即 为 共 面 的 位 置 关 系 ( 不 作 特 别 说 明 
的 “两 条 直线 (平面 )", 均 指 不 重合 的 两 条 直线 (平面 )). 不 共 面 的 两 条 
直线 的 位 置 关 系 为 异 面 直线 , 即 两 条 直线 在 空间 购 不 相交 也 不 平行 . 
异 面 直线 的 出 现 ,使 两 条 直线 的 位 置 关 系 从 平面 扩 广 到 了 空间 ， 

(2) 异 面 直线 的 判定 :过 平面 外 一 点 与 平面 内 一 点 的 直线 ,和 平 
面 内 不 经 过 该 点 的 直线 是 异 面 直线 . 

判定 两 条 直线 是 否 是 异 面 直线 常用 上 述 判 定 定 理 与 反 证 法 反 

证 法 是 一 种 重要 的 证 明 方 法 ,在 立体 几何 中 应 用 较 多 ,运用 反 证 法 证 
明 问 题 的 一 般 步 又 是 : 旨 假 设 原 命 题 的 反面 成 立 ; (站 从 二 的 假说 出 
发 ,利用 题 设 条 件 , 根 据 定义 .公理 ,定理 .公式 等 ,经 过 远 辑 推理 导出 
某 一 结论 ;( 呐 指出 ! 站 中 推出 的 结论 不 合理 ,与 题 设 予 盾 , 或 与 某 定义 、 
公理 ,定理 .公式 矛盾 ; 必 肯 定 原 命 题 结论 的 反面 不 成 立 , 即 原 命题 的 
结论 是 正确 的 ， 

3. 平行 直线 

(О 公理 4 平行 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 互相 平行 ， 

(2) 等 角 定 理 ” 如 果 一 个 角 的 两 边 和 另 一 个 角 的 两 边 分 别 平行 
并 月 方 向 相同 ,那么 这 两 个 角 相等 . 
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推论 ” 妇 果 两 相交 直线 和 另 两 条 直线 分 别 平 行 ,那么 这 两 组 直 
线 所 成 的 锐角 {或 二 角 ) 相 等 ， 
(3) 空间 四 边 形 拘 定 义 ; 四 个 顶点 不 共 面 的 四 边 形 昌 做 空间 四 


起 


边 形 . 
4， 两 条 异 面 直 线 所 成 的 角 
(1) 两 条 异 面 直线 所 成 角 的 定义 
直线 a,b 是 异 面 直线 ,经 过 空间 任意 一 点 ОУН а/а, 
ИЛЬ, №] a 5' 所 成 的 锐角 (或 直角 ) 叫 敌 异 面 直线 a Б 所 成 的 角 . 

На 为 异 面 直线 a .8 所 成 的 角 , 则 有 0 < а. 

(2) 根据 两 异 面 直线 所 成 角 的 定义 ,通过 平 称 将 空间 两 异 面 直 
线 的 一 种 位 置 关系 (所 成 角 ) 转 化 为 平面 问题 来 处 理 . 

等 角 定 理 证 得 了 异 面 直 线 所 成 角 的 大 小 与 所 选 的 0 А. Я 
了 简便 ,点 O 常 取 在 两 异 面 直线 中 的 一 条 上 ,也 就 是 把 异 面 直线 中 
的 一 条 平移 到 与 另 一 条 相交 ,进一步 考虑 则 是 把 点 0 选 在 位 于 特殊 
位 置 的 直线 上 或 是 具有 特殊 性 质 的 点 , 常 利用 图 中 已 有 平行 线 , 中 位 
线 ,在 已 有 空间 图 形 内 拼接 图 形 , 把 某 线段 经 平移 后 集中 到 同一 个 三 
角形 中 去 ,再 进一步 求 角 . 

(3) 两 条 异 面 直线 互相 垂直 的 定义 

如 果 两 条 异 面 直 绕 所 成 的 角 是 志和 角 , 则 称 这 两 条 直线 互相 重 直 . 

(4) 两 条 异 面 直线 的 公 垂 线 

和 两 条 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 吗 做 异 面 直线 的 公 重 线 . 

根据 定义 , 异 面 声 线 的 公 垂 线 与 两 异 面 直 线 必 须 乖 直 相 交 НН. 
仅 有 一 条 . 

(5) 两 条 异 面 直线 的 距离 

两 条 异 面 直 线 的 公 垂 线 在 这 两 条 异 面 直 线 间 的 线段 的 长 度 , 叫 
做 这 两 条 异 面 直 线 的 距离 . 

5. 空间 想象 能 力 是 解 立 体 儿 何 癌 题 一 个 至 关 重 要 的 因 案 ,所 、 
线 , 面 的 基本 位 置 关 系 及 性 质 是 研究 立体 几何 前 基础 . 

空间 问题 党 可 与 半 面 几何 有 关 问 题 进行 类 比 或 通过 局 部 共 面 的 
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FERLA FE EJLA [BL а Э. 18 0 ЖИ НЬ B ЗЕ ТЕ BJ EN 
照搬 到 空间 . 

6. 充 要 条 件 

如 果 有 AMA В, ДАНА 是 有 8B 的 充分 条 件 ; 如 果 有 B 就 有 
ACRA A ИОВ), КАЖ 4 是 有 吾 的 必要 条 件 ; 如 果 有 A SRA B H. 
Я BRAA MAS A ЕН B 的 充分 必要 条 件 ,简称 充 要 条 件 . 


例 =< № H 


例 1 如 图 12-1, CAER СНЕ lh, b, h 分 别 相 交 于 点 А, 
В.С, BH 1,7. ЖИЕ: AA 1,1,1, ЗЫ. 

证 明 ANAA Ñ, ME 
一 个 平面 ra. 对 Wh, 故 h,i 确定 一 
个 平面 5. 

因 平面 8 内 的 直线 ХИ 
A В ЛЕ Ша 内 ,有 所以 平面 8 Е 
Ша. Е 12-1 

МИ са. 

БЇ 1. Са. 

НЕ, Ц, L, В Ной. 

注 Ти ВАЛАР. 

(1) 先 由 给 定 的 点 和 直线 中 的 某 些 元 素 确 定 一 个 单身 ,再 证 其 
余 元 素 在 这 个 平面 内 ， 

(2) 先 说 明 某 些 元 训 共 面 , 其 余 元 素 也 盐 面 ELE HH РУЗЕ НЕ 
是 同一 个 平面 (或 重合 }. 

2 由 例 1 可 知 无 数 条 平行 直线 与 直线 1 相交 ,这 些 直 线 连 同 1 +L 
面 ,其 中 ,上 共有 一 般 性 , 即 它 是 无 数 条 与 h 平行 的 直线 的 代表 ， 

例 2 ^АВС ЖАЛ, ВС, 分 别 在 平面 a,8 内 ,a 门 B=a,A41，- 
BB1, СС, НЕ 0, H AB A В, =Р, ВСП В, С, = О, АСПА, С, 
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= В, RIE: P,Q, R 都 在 a E. 

证 明 16112-2, 9 АВПА, В, = 
Р,А.ВСа, PC a в РЕВ. МЫ, 
PC ПВ, Е PC a НЕ О, Аса. й 
Р.О. REHAR a 上. 

Ж ЗНА, НМА 
H 2, МЕН ТЕ Bj А5626 Е. 

例 3 11912-3, НА ad ЖИ 
ЖА В.С 为 直线 下 二 点 ,DE,F 为 直 12-2 
线 a БЕЛ, А’ ВСР ЕЯ 
АР .DB ВЕ ЕС СЕ JPM RUR: 

(D ABC = Z СРЕ; 

(2) ALB CD E НЕ. 

证 明 (1) НА’, В' A AD, 的 
中 点 , 故 A'B b В СВ. T E 
A'B' CD. 

同 理 B'C D'E. 图 12-3 

HAAR C КИЯНИ ЄР Е Н) 

01952647 E РИН, ДАВС = СРЕ". 

(2) RA CD W ALB С РН. В. С Р.Е 
共 面 , 因 ab Ш, М В.С. раж, РЕ АВС’, 
FE' 共 面 . 

例 4 1412-4, М.М 是 正方 体 ABCD - АВ, C D ФФ Ар, 
АА, 的 中 点 , 求 AC 与 MN 所 成 的 角 . 

分 析 一 ”观察 图 形 12-4, 可 发 现 В.С MN. 事实 上 ,连接 
ВС. АБ. Н 5 А,В, АВ, ОС АВ, Ж АВ, 2 DC, НИ 
A B CD 是 平行 四 边 形 , 从 而 BCA AD. Х M.N E AD. АА WFP 
点 ,所 以 MN // A Рр. ЕАН 4, MN B С, Z АСВ, 即 是 异 面 直线 
АС 与 МА 所 成 的 角 ， 
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Ж АВ, , М] АВ, = В С = AC, A АСВ, 是 
FU = ЖЖ, ВИА Z АСВ, = GP , 蜡 面 直线 te 
AC 与 MN 所 成 角 为 ӨР. ^ 

分 析 二 ”如 图 12 - 5, 在 原 立 方 体 的 旁 
WPH MEDIE, E, F AA, CD Ф, |N 
ЯМ, EM // АС. ^ЕММ 为 等 边 三 角形 ， < 
Z EMN = 60P, 即 为 异 面 直 线 AC 5 HN 所 
成 的 角 

@ s 已 知 正 方 体 ABCD ~ 
ABCD WEKA L AART 
直线 AC, Вр, 的 对 称 点 分 别 为 
P.0. 求 P.0 两 点 间 的 距离 ( 注 
正方 体 的 对 负面 如 四 边 形 А, АСС, 
2). 

分 析 连结 АР. АО, 分 别 交 “ 
А.С. ВБ, 于 М. МЕ 12-6). # 12-5 
MJ АР | AC, AQ | BD, H. M.N 分 别 为 


AP AQ 的 中 点 .从 而 , MN = — 
E RAA С Ф, В АА = Ау МАС, А 


= 
P 
= 


A1C =Y3414, 可 知 AM = А, С. 


同 理 BN = 2 В. 
ВАС 5 D, B 交 于 点 0, 则 


1 1 
ОМ = 2 А1С - AG 图 12-6 


„5 


于 是 ,在 矩形 A BCD P, MN= Га, p=% 进而 有 PO = 22 


3 
即 为 所 求 ， 

例 6 空间 四 边 形 的 两 组 对 边 分 别 p 
相等 的 充 要 条 件 是 它 的 两 条 对 角 线 的 中 
点 连 线 牌 直 于 两 对 角 线 . 

分 析 一 ”如 图 12-7, 设 空间 四 边 形 Р 
为 ABCD, Е. ЕР АС BD PA. 

必要 性 易 证 .由 АВ = CD, ВС = АБ, | 
可 得 从 АВС = A CDA, ВЕ = БЕ, МЫ EF 


1 АР. В, ЕР ГАС ,必要 性 获 证 . Е 12-7 
以 下 考虑 充分 性 . — hF E ВЕ 
Я, АН РЕ. 


假设 АВ > СР, ЕР | ВР Н ВЕ = FD В EB = ED. ЛЕА АЕВ 和 
A СРЕ 中 ,由 АЕ = ЕС, ЕВ = ED , АВ > CD 4 И AEB > Z СЕР, 
Е Z СЕВ < / АЕР, ЕЕ ВС < Ар. 

H ЕРТАС В АЕ = EC В AF = CF. TE АВЕ МА CDF 中 ,BF 
= FD, АЕ = CF, АВ > Ср, 48 Z AFB > Z СЕР, Ғ E: Г АЕО < 
СЕВ, AD < BC ,这 与 前 面 推出 的 结论 BC < AD ЖЕ. [ај u] АВ 
< CD 也 不 成 立 , 所 以 АВ = СР. 同 理 可 证 БС = AD. 

分 析 二 注意 到 图 形 所 具有 的 对 称 特点 : EF JE AC H BD 的 中 
迁 线 ,可 将 整个 图 形 以 EF 为 轴 旋 转 180P, 必 交换 ААС, В 和 DD 的 
位 置 ,从 而 АВ = CD , AD = СВ. 

Я7 已 知 空间 四 边 形 ABCD 中 ,AD= BC = a, AC = BD = b, АВ 
CD = c, 对 于 空间 中 任意 一 点 了 , 令 Sp = АР + ВР + CP + БР. Ж 
Sp 的 最 小 值 ， 

Я 5 m= АВ, һ= ЄР, тл = с. M.N JJ AB. Ср H 
中 点 . 因 AD = ВС, AC = ВО, 2 АРВ; А ВСА, A CAD a A РВС, Я 
СМ = DM, AN = BN MA AB 和 点 C.D 关于 线段 MN 对 称 , 如 图 12 
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_8. 
Я PES P 关于 MN 的 对 称 点 , 则 
S, = AP + AP + CP + СР’, 
# 0 A PP' 与 MN 的 交点 , 则 24A0 < AP + 
АР’ ,2С0 = СР + СР’, 
Sọ = 2(AQ + CQ) < Sp. 
将 АВ 8 MN 旋转 得 到 平面 COU Е | 
的 线段 4B', 点 4' 和 C 位 于 MN RRM. Е 12-8 
对 于 MN 上 任意 一 点 日 ,有 40= АО, РТИ 
Sp 50 = AQ + CQ) > 2А'С. 
4 P HAC 与 MN 的 交点 Qo ВСЕ ИХ Spa = 2А'С. 
在 入 DAC +, 
4AN? = 2( АР? + АС?) – СР? 


= at + b) — n°, 


因此 ,有 
AMN? = AAN? - АМ?) = Uatt Б?) – (m° + n2), 
考察 梯形 4'B'CD ,MOo: OoN = m:n, 因 此 ,有 
2A'Qo= V 44'М? + 4М0} 


= + T PHa? + b) – (т? + п?) | 


m + n 


= —. МУЖ ней). 
m + n 
类 似 地 ,有 
20 C = —® /2(a2 + че. 


m + n 


BTV 
Кеа = 24'С = 2( A'Qo + 0.2) = w 2( а? + b° + с?). 


AETR. 
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一 .选择 题 
1. BA Е.Р. С.Н 为 空间 中 的 四 个 点 , 设 命题 甲 ; 点 Е.Р, С, 
五 不 共 面 ,命题 乙 :直线 EF 和 G8 不 相交 ,那么 甲 是 己 的 ( 小 
(А) 充分 条 件 但 不 是 必要 条 件 
(B) 必 要 条 件 但 不 是 充分 条 性 
(C) 充 分 上 且 必 要 条 件 
(ПЕРА НИЕ s pk 
2. 4 是 异 面 直线 ,直线 c 与 a ИН Ре 与 5 所 成 的 角 ， 
这 样 的 直线 с S F 
(A) 有 1 条 {B) 不 超过 3 条 
(C) 有 无 穷 多 条 {ОМЕН 1992 条 
3， 如 图 ,空间 四 边 形 ABCD 中 ， 
АВ: CD = 42:1, АВ 与 CD 所 成 的 角 为 
45°, Е.Р ЗАР. ВС 的 中 点 , 则 EF 
与 АВ 所 成 的 角 等 于 ( ). 
(А)9® {BYP (С)45° (0)30° С 
4. 将 楼 长 为 5 的 正方 体 鼎 成 楼 长 3 
为 1 的 125 个 小 正方 体 , 锯 12 次 可 达到 
目的 ,请 你 想法 尽 可 能 少 锯 几 次 ,那么 (第 3 题 ) 
至 少 需要 第 ) 
(A)7 次 (вх 《C)9 次 (D)10 
5. 空间 有 折线 ABCD ,Z ABC = 120, Z ВСР 在 中 和 的 之 间 ( 也 
可 以 是 fp 或 ӨС), В АВ! = | ВС! = а, 1091 =8(а>5>0),ЩА, 
D B] s: PJ Pear PE Е E | ( ). 


(AV за? + 2 3 (Ву За? + 22 30b . 
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(OW За? + 52 – Зар (DV 32 + 52 – 34/3 ар 

二 ,填空 题 

6. 直线 a,b РР, а. ӨР, РАЂА, b 都 成 好 的 
角 的 射线 为 PC, 则 射线 PC 的 数目 是 . 

7. 空间 四 边 形 ABCD 的 一 组 对 边 BC АВ 的 长 分 别 为 6,4, 且 夹 
AA, BERAR AC. BD 中 点 的 线段 长 为 

8. 如 图 ,在 正方 体 ABCD - АВСЮ, М 是 4'B' 的 中 点 , 异 面 直 
线 AC 5 ВМ АТКА 

9. 在 空间 四 边 形 ABCD Ф, ХР BD = бет, АС = 4cm , H. BD 
АСМ. М РОДЕ ЕЮ, 如果 ВМ: МА = ВМ: NC = 
DQ: ОА = DP: PC =2:1, 则 四边 形 MNPO 的 面积 为 


(第 38 题 ) {第 10 题 ) 


10， 如 图 ,在 正方 体 ABCD - АВС D Ё, Е, Е УЕ 
ADD A ABCD 的 中 心 ,6 为 СС, 的 中 点 , 设 GF УАВ 所 成 的 角 为 a， 
СЕ ЗАВ 所 成 的 角 为 8, 则 a + B = 

= HER ` 

11. 已 知 全 ABC 在 平面 a 外 , 它 的 三 边 所 在 直线 分 别 交 a РР. 
0 .R, 求 证 :P、0、R 在 同一 条 直线 上 . 

12. 一 条 直线 和 这 条 直线 外 不 在 同一 直线 上 三 点 可 确定 多 少 个 
平面 ? 试 说 明理 由 . 
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13. ШЕМ МЕ ЕСН АВ, CD ВС.АВ АС. BD 的 
中 点 .求证 : EF. GH ММ 二 线 共 点 ， 


р 


(第 13 80 (第 14 80 


14. 如 图 ,4B 和 CD 是 两 异 面 直线 , BD ЕПК АН, АВ = 
CD, М Æ BD 的 中 点 ,NW АС RHPA. 

(1) 求证 ; MN | АС: 

(2) 当 AB= CD=a, BD = b,AC= с, МҮК. 

15. 如 图 ,空间 四 边 形 ABCD F, Е 
ЉАС 中 点 , AF 是 BD 上 的 高 , BD = ВЕ 


= CF =1,4B = AD = 》, 试 求 异 面 直线 
BE CF АЖ. 


{第 15 88) 
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第 十 二 讲 ”空间 直线 和 平面 


1. НРА НИИ ХИ F ЖА: 


НН 


,直线 和 平面 相交 
É | 
k 


Га д х 


2. (1) 直线 和 平面 平行 的 判定 定理 
如 果 平 面 外 一 条 直线 利 这 个 平面 内 的 -条 直线 平行 ,那么 这 条 
直线 和 这 个 平面 平行 . 
这 里 要 抓 住 判定 定理 中 的 "内 “外 "两 关键 字眼 ,不 能 只 注 普 线 
线 耶 行 ,否则 会 出 现 划 断 错误 . 
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(2) 二线 和 平面 平行 的 人 性质 定理 

如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,经 过 这 条 直线 的 平面 和 这 个 平 
面相 交 ,那么 这 条 直线 总 和 交 线 平行 . 

3. (1) 直线 和 平面 与 自 的 定义 

如 果 一 条 直线 利 一 个 平面 内 的 任何 一 条 直线 都 重 直 , 则 称 这 条 
直线 和 这 个 平面 世相 笠 直 . 直线 而 做 平面 的 垂 线 , 平 面 叫做 直线 的 重 
面 . 

过 一 操 有 且 只 有 一 条 直线 和 一 个 平面 垂直 ;过 一 点 有 且 只 有 -- 

个 平面 和 一 条 下 线 垂直 .平面 的 重 线 和 平面 一 定 相 交 , 交 点 叫做 垂 
É. 


al Б.а |е, 
га. сса, 
b[)e = 0 
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(3) 点 到 平面 距离 的 定义 

从 平面 外 一 点 引 平面 的 会 线 , 这 个 点 和 和 三 是 加 的 距离 叫做 这 个 
点 到 这 个 平面 的 距离 ， 

(4) 直线 和 平面 的 距离 的 定义 

一 条 直线 利 一 个 平面 平行 ,这 条 直线 上 任意 一 点 到 平面 的 距离 ， 
叫 居 这 杂 直 线 和 平面 的 距离 . 

4. ВАНИ ТЕНИ. 

РКТ АГ (Е). 

5. (1) EX 

H-A FA ER , 垂 足 叫 做 这 点 在 这 个 平面 上 的 射影 ,这 个 
点 与 垂 足 间 的 线段 叫做 这 点 到 这 个 平面 的 垂 线段 . 

一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ,但 不 和 这 个 平面 性 直 ,这 条 直线 叫做 
这 个 平面 的 糙 线 ,和 糙 线 和 平面 的 区 点 叫做 斜 趾 , 斜 线 上 一 点 与 斜 足 图 
的 线段 叫做 这 点 到 这 个 平面 的 斜 线段 . 

ЯЕ F t E LO sa [6] F- 1815 | 38 Zk, J дЕ дЕ BJ 8 Zk 
nl W lek E x FF Е ВУ „Е де E| E (арн Ez HI #R x д) 
РЕ НХ ВЕРН Е ВУЗЕ. 
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因 过 一 直线 的 一 组 平行 线 共 面 ( 见 第 十 二 讲 例 1) , 故 斜 线 上 任 
意 一 点 在 平面 上 的 射影 ,一 定 在 斜 组 的 射影 上 . 

(2) КЕН 

МР а ЭЕТ ЕВН Ez rH : 

(i) 射影 相等 的 两 条 斜 线段 相 等 ,射影 较 长 的 斜 线段 也 较 长 ; 

(i) 相等 的 斜 线段 的 射影 相等 , 较 长 的 斜 线段 的 射影 也 较 长 ; 

(i) 垂 线段 比 作 何 一 条 斜 线段 都 短 , 

(3) 直线 和 平面 所 成 角 的 定 尽 

平面 的 一 条 斜 线 和 它 的 平面 内 的 射影 所 成 的 锐角 ,叫做 斜 线 与 
平面 所 成 的 角 ; 一 条 直线 垂直 于 平面 ,规定 所 成 角 为 直角 ;一 条 直线 
与 平面 平行 ,或 在 平面 内 ,规定 所 成 朋 为 CHH. 

求 直 线 与 平面 所 成 第 的 一 般 步 又 是 先 找 出 或 作出 斜 线 与 射影 所 
成 的 角 , 再 论证 所 找到 的 {或 上 所作) 的 角 即 为 所 求 的 角 , 再 解 三 角形 计 
算 ,最 后 得 到 结论 ， 

记 直 线 与 平面 所 成 的 角 为 g , Д ОР = a «90. 

(4) 最 小 角 定 理 

斜 线 与 平面 所 成 的 角 ， 是 这 条 制 线 和 平面 内 经 过 斜 是 的 直线 所 
成 的 一 切 角 中 最 小 的 角 . 

6. (1) ЕЕ Е 

EHAN- НА, ОХА РН ГЕ Е, 
ЯВА ЕО ДЕЗЕ Pi. 

(2) ЖЯ ЈЕ 

ЕЛЕК A, АО FNRA BÉ ZE 
ЕЖЕ aE R. 

如 图 13 - 1, ZER E НР К 9] ТН Аж 
¿É НИНЕ РА ,平面 的 针线 PB ,射线 在 平面 内 的 射影 .平面 内 的 
一 条 直线 ,* 三 二 "关系 指 的 是 ,重组 PA 与 平面 a 的 垂直 关系 ;射影 
АВ 与 直线 a 的 垂直 关系 ; 斜 线 PB 与 直线 a МЕНА. 

关键 在 于 平面 内 的 一 条 直线 垂直 于 平面 的 斜 线 及 其 射影 所 确 迄 
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RIF H, ROF 515 v НЕ X tK 
РУО. АЕ EB HT 
定 平 面 内 直线 和 平面 的 射线 (平面 外 
НЕНИЯ: СВЕН 
Вуле ЗМ E A A F ТНУ ЖА 
ЕН ÄR R- 120128 de "F 
HARRE ВУЗЕ НЕ. 它们 是 在 
“ 线 商 "垂直 基础 上 得 到 两 个 “ 线 线 ” 
垂直 的 重要 判定 定理 . 


例 题 № ін 


例 1 已 知 三 个 平面 两 两 相交 ， 
有 三 条 交 线 ,求证 这 一 条 直线 或 交 于 一 点 或 世相 平行 . 

分 析 15 а 8= а, П у=, y Na =c ЖИЕ а, Б, с 交 于 一 点 
或 a//bAe, 首 先 考 察 其 中 两 条 直线 的 位 置 情 形 ;5 СУ, ссу, M 


Е 13-1 


Е 13-2 Е 13-3 
(ПИ 13-2, b. НН, b l e= P. Меса, СВ, РЄ 
a PCB Am РЕз ПВ, РЕа. Ща, Ь, с ЖЕРАР. 
GD ЖИ 13-3, b Z БЕ В, си’ В. М аса, Са, 所 以 
eH a MEA, a bfe. 
E 例 1 的 结论 有 助 于 利用 第 三 个 平面 确定 两 平面 交 线 的 位 置 . 
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2 边 长 为 2 的 正方 人 栖 ABCD— 
AB CiD F, CB 的 中 点 为 必 , 求 直线 
A M AFA АВС, Ру 所 成 的 角 的 大 小 . 

分 析 ШИ 13-4 AM 在 平面 
A.D CB Ł.¥ ABC D, БУ A DCB 
的 交 线 为 DIB,N АМ EJ BD, Е, N 
也 是 АМ 与 平面 ABU Р, 的 交点 . 

设 AD 与 АВ ZTF H, 由 于 
A РАР, ABI ЛЬ, К АОН 
ABC D, ЕН, ZA NH УЉА M БУАВС D, АТЕВ. 

因 BA A Ditt 


Е 13-4 


Ам _ AD, _ 
ММ BM ` 


2, 
[ya A N= Z AYM, 
AN = ЗАМ - 5 А.В? + BM 


= н м (242) + 12 = 2. 
在 RA A НМ tB. AL H =/2, РЕ 
sin A NH = 2, 

НЫ, ZA АН = 45°, ВЈ РЛ. 

例 3 PE H ЕЛКА 12 АРТЕ Ра, 
IAK sina 的 值 . 

分 析 ”根据 线 与 面 所 成 角 的 定义 ,一 平面 与 正方 体 的 所 有 校 成 
等 角 等 价 于 该 平面 与 交 于 同一 顶点 的 三 条 楼 成 等 角 ， 

如 图 13 - 5, 平面 BCD 与 正方 体 共 顶 点 A И 34% BT БН 
等 。 过 4 点 作 4 搜 | 平面 ВСВ, H 2 ВСР 的 中 心 . 连 DH,a = 
„АБЫ, 
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ИЕЛЖ КУ ec, 易 知 


DH = t х 4/2 asing = “ба. 
进而 有 48 = | а? - бай = Зо. 
| AH _ +3 
К sine = sin” АРН = AD = 3: 


ИРАК. 

例 4 设 1,7 为 空间 中 的 两 条 直线 .在 
ЕЖА, ВСЕХ, B АВАС НА, а, 
Бе 分 别 为 4 В.С 到 1 的 距离 ,证 明 


b <= Га? + с? 
— x 2 
YAR ЕЕ Й ЗУ. 

HR П 13-6, № А’, В’, С FA, 
В.,СТЕГ ЕВЕ. Е АС, АСВ, А' 
СВ, M] BE СС, ВоВ" ГАА’. А’С | 
СС’, AC АА’, A'C' L ВВ, AC L ВоВ. б] 
ЯР | FT ВВВ, ГВ. Bo 与 FEG. BA BB 在 1 上 的 射影 
ВВВ АС 的 射影 АС, ВВ = 5 ВВ’ = 5. ЖАВЕВ ф, 

ВВ’ < ВВ" + В’Р”, 


5 13-6 


ВП b <+ 
Z=) r НАХ PERE BB' E. 
ll (a + е)? < 2(02 + е2), 
2—3 
ЙЯ b = S, 


FE 24 НАХ Ч a= с, Н ВЕ BB' E Мт ВВ" P'B'JE£E 
БЕРГ, АА’ CC ,等 价 于 LP ,命题 获 证 . 
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#5 如 图 13 - 7, 在 БКА АВС 
中 ,4 = ЖР, АВ =3,AC =4, РА EE 
АВС ВОТ В, Н РАВ = Z PAC 
= ӨР. 

(1) Ж РА 与 平面 ABC 所 成 的 
f. 


(2) P4 ШЕЯ ТЕРЕ, л Р 
面 ABC 上 的 射影 0 恰好 落 在 BC Е. 13-7 

E (1) 作 PO | 平面 АВС, 
为 O ЕЁ АО, АО УТЕ АР 在 平面 486 内 射影 ,P40 НРА 与 
平面 ABC 所 成 的 角 . 

过 O ÉH ABC ИМЕ OD | АВ, ОЕ LAC EESHA D.E. jË 
接 PD, PE .根据 三 乘 线 定理 知 РО | АВ, PE АС. 

在 Ri 全 APD 与 ВЕЛАРЕ P, РА АЖ, РАВ = PAC, М Ri 
2х АРр-„ КУ АРЕ, A48 PD = PE ,进而 可 得 Ор = ОБ, МИ АО 在 
MG 的 平分 线 所 在 直线 上 . 


不 妨 令 АР 22.08; РАВ = 6, AD = АР =1. RZ ВАС = 


2 
ФР, АО =w24D =42. РЖ, 
AO _ 42 
cos РАО = AP = 2' 
所 以 РА 与 平面 4BC 所 成 前 为 45°. 
(2) М OD Z АС, У AD = ОБ, 
OD _ BA - AD _ ВА - OD Ф 
АС ^ АС T AB .| 
Ë AB =3, AG = 4,99 ор = 12. УЖ АО =42 OD = 


= 
= 2 „РА = = 540 =. 


当 РА = 学时 ,点 Р EEH АВС EREHE ОЕ ВС kE. 
161 


i£ 1. 在 例 5(1) 的 解答 中 ,实际 上 证 明了 命题 “经 过 一 个 角 的 顶 
点 3| 这 个 角 所 在 平 而 的 斜 线 .如 果 和 斜 线 和 这 个 角 两 边 的 夹 角 相 每 , 那 
么 锋线 在 平面 上 的 射影 是 这 个 角 的 平分 线 所 在 的 直线 ." 这 个 命题 利 
男 一 命题 “如 果 一 个 角 所 在 平面 外 一 点 到 
骨 的 两 边 距 离 相 等 ,那么 这 个 点 在 平面 上 
的 射影 在 这 个 角 的 平分 线 三 “都 有 助 于 判 
定 平面 的 斜 线 在 平面 上 的 射影 的 位 置 , 常 
为 分 析 问 题 .解决 问题 提供 了 方便 .上 述 两 
命题 的 道 命题 也 是 成 立 的 ,三 重 线 定理 及 
其 道 定 理 朵 可 看 作 特 例 . 

2. 如 图 13 - 8, АН 为 平面 ABH № 图 13-8 
线 АР 在 平面 内 的 射影 ,48 НЕА 的 
雪线 , 斜 线 АР 与 平面 所 成 的 角 为 e, 与 АВ 所 成 角 y, АН 与 48 所 成 
角 8 ,类 似 例 S(1) 通 过 构造 RIAA4BP ВЕЛ АВР. В ABH ,将 空间 图 
形 转化 为 平面 图 形 , 易 得 сово cosh = cosy. 

Я 6 空间 给 定 一 正方 形 ABCD, КЕРНИ Р ВЯ 
т: А РАВ APRC APCD A PDA ПЕ Е. 

解 ”注意 色 对 称 性 ,只 须 考虑 三 种 情形 : 

(D Æ РА = РВ, РВ = РС. ЯЯ P EAR ЧА Е, AIXE BC 
НОРА Вх Р 的 集合 为 过 正方 形 中 心 朋 垂直 平面 AC 的 一 条 
直线 (此 时 显然 РС = РО, PD = РА). 

(l) Æ РА = PB, PB > PC. P fE AB РЕН БАЛЕ BC 
的 中 垂 面 上 ,有 PC = PD, PD = РА. Х A РВС. АРА Ў 1 = Я 
J hk PA、PB .PC PD 中 至 少 有 两 个 等 于 48B. 而 不 可 能 是 PA РС. 
否则 РА = PC = РЖ. ЖЖ — Е, S РА = PB = АВ, ШИН P 


在 以 4B иви ЗА 为 半径 ,位 于 АВ ват НИ 
知 此 时 点 P 的 集合 有 四 个 以 各 边 中 点 为 圆心 ,48 为 半径 且 位 于 
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该 边 中 垂 面 上 的 图 (内 去 位 于 邻 边 中 垂 面 上 的 点 ). 

(1) 2: РА > РВ, РС > РВ, М РВ < РС, PD z РА, У. РАВ, 
А РВС, РСР, A PDA AFE АЕ, РА = АВ, РС = ВС, 
有 РА = РС; РА 2 АВ, ШЖ РВ = ВС, ARE РВ = PD .根据 对 称 
Е, В РА = РС, P 在 4C РЕЩ Е, НЕМА 的 距离 等 于 48 
的 圆 上 (除去 过 正方 形 中 心 ,垂直 正方 形 所 在 面 上 的 直线 T EAA). 
类 航 地 点 Р 还 在 一 个 位 于 8D PEH LSAB 距离 等 于 4B А. Е 
Жи РЕЯ ЯЛТА ЕЕ ТЕ я). 

上 述 一 条 直线 ,六 个 圆 即 为 所 求 点 Р 集合 . 

#7 正方 形 ABCD WAEA 3, E EARME, H АЕ =1. P.Z 
珂 人 做 如 下 游 线 : 甲 先 在 线段 ВЕ 上 选 一 点 了 ,然后 Z, 在 BC 边 上 选 
У, НИЕ УЖ DX., DY 折 起 ,使 A, C 重合 于 4 点 (图 13- 
9). 甲 力争 使 WD 与 平面 DXY 所 成 角 尽 可 能 小 , 乙 力 争 使 这 个 角 尽 
可 能 大 ,如 果 两 人 都 采取 了 正确 的 策略 .游戏 停止 后 , 求 4'D 与 平面 
DXY 所 成 角 的 正切 值 ,于 求 此 时 蕊 .了 点 的 位 置 . 


13-9 Е 13-10 


GH ИХ 13 - 10), ZA DX , H Te A Ji E 
HAD 与 平面 BE 所 成 前 G Fak Р A DX ,因此 乙 为 了 使 有 
和 民 可 能 大 ,总 可 以 适当 选取 了 点 ,使 平面 D 与 平面 DKY aE 8 , 
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即使 A'DX = 9. 而 用 为 了 使 8 角 尽 可 能 小 , RAZA ОХ 尽 可 能 
IB, X ENRE Е 点 处 ,此 时 


tang- вап A'DX = лав АРЕ = 5. 


НАРА, РТАЕ, ЖАРУ AEEY, G A'D | EY. 
ШАСІ ЕР ТС, И AG LFE DEY. XA A'D | ЕТ, DE | 
EY. Z BEY = Z EDA, Z A= Z В. МАЛ ЕВУ Aa РАЕ, Я BY = 


JBE = 2. 
一 .选择 是 
1. 直线 а Б 在 平面 外 , 若 a 在 平面 上 射影 是 两 条 相交 直线 ， 
则 a 与 5 的 关系 是 ( ). 
(A) 异 面 (B) 相 交 / 
(C) 异 面 或 相交 (DD) 异 面 或 平行 
2. 直线 a. b 在 平面 外 , 若 а 在 平面 上 的 射影 是 同一 条 直线 ， 
Ша 与 5 ( ). 
(4A) 平 行 (B) 相 交 或 平行 
(C) 异 面 或 平行 (DD) 异 面 或 相交 


3. 已 知 三 条 相交 于 一 点 的 线段 РА PB ,PC AAEH, А.В. C EY 
Ша 内 ,PP 在 平面 a 外 , 则 点 P 了 在 a 内 的 射影 必 是 全 4BC 的 ( ), 


(А) ЯР 《B) 内 心 

(0) 重 心 (ОЕ 

4. P 是 平行 四 边 形 ABCD 所 在 平面 外 一 点 ,车 P 到 四 边 的 距离 
都 相等 , 则 四 边 形 ABCD ( ). 

(A) 是 正方 形 《B) 是 长 方形 


164 


(СЕ (D) 有 一 个 外 搂 圆 

5. 在 正方 体 ABCD - 4 B Ci Di th, M Я DD, 的 中 点 ,NN 是 楼 
BC 的 中 点 ,P EBRA B, 上 的 一 点 ,41P= 方 PB1, 则 直线 AM, PN 所 
RAA ( ). 

(А)3® (B)45 (С)60  (D)%P 

二 ,填空 题 

6. 如 图 ,Rt 全 4BC НМ АВ 在 
平面 a 内 ,4AC 与 BC Ба 所 成 角 分 别 
5 ЭФ ,45°, CD АН АВ 上 的 高 , 则 
CD Ба 所 成 角 的 大 小 是 . 

7. 如 图 ,已 知 AB 是 圆 O 的 直 
径 ,C 是 圆周 上 一 点 , PA | 平面 
АВС , 若 АВ = Ѕст, АС =2cm, 点 B 到 (第 6 题 ) 
平面 РАС КЕ. p 

8. А, ВС, D, - ABCD EEDI, Е E 
C C 的 中 点 , 则 BE 与 平面 BiBD 所 成 的 
ДАН 4 

9. A,B 两 点 在 平面 a НИ E o 上 
的 射影 分 别 是 41、B1. 已 知 АА, =4, ВВ, = (第 7 题 ) 
1,4, В, = 3/3. Ф РЕа, Д РА ~ PB 的 
最 大 值 是 . 

10. A ABC 是 边 长 为 2 的 正三 角形 , BC /平面 a,4,B,C 在 a 
内 的 射影 分 别 为 4'、B' .50'. 若 全 4'B'C' 为 直角 三 角形 , BC 与 平面 a 
间 的 距离 为 5, 则 4 到 平面 a 的 距离 为 . 

三 、 解 答题 

H. 如 图 ,P E AABC 所 在 平面 a 4, PA_L ВС. 
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(1) # РВ | АС, ЖЕ: РС | АВ. 

(2) # PA 起 平面 a ЮЖ, 
Z ACB =, ЖЕ: P ЗЕ о 内 的 射 
影 在 4C L. 

12. 如 图 ,两 个 全 等 的 正方 形 ABCD 


和 ABEF, MEAC, NE ЕВ, H. AM = FN, 


И КО (ES 11 题 ) 
求证 : MN EBI ВСЕ. р 


13. CDA a,b ЯН, КЕ: 22 р i 
过 8 有 且 只 有 一 个 平面 « 与 a 平行 . 


14. 如 图 ,a 门 83= a. b ERMA 
AB.CD ПРА АВ La, CD L В, АВ. 
CD 所 成 的 剃 为 60Р, АВ = CD = 5cm. f: 

(1) 求证 a b; C ' 

(2) 求 点 4 到 直线 & BJP ES. (第 12 8) 

15. ШЕ, а= 1. Аба, BEB, СЕ 
1, ВС le. 

(O 如 果 AB 与 平面 45° BJ fB, АВ 
在 平面 8 内 的 射影 与 直线 1 成 45° BJ ffi , K 
AB 与 平面 所 成 的 角 ， \ 

(2) 如 果 АВ УР 2 45° ИЖ, Ж 
证 ;4B 与 平面 a 所 成 的 角 不 超过 45°, (R 438) 

(3) 若 AB=2,A.B JER: MES 
均 为 1 , 求 异 面 直 线 АВ 与 ! 所 成 的 角 . 


(815) 
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第 十 四 讲 ”空间 两 个 平面 


1. 空间 两 个 平面 位 置 关系 如 下 表 有 所 未 : 


2. 两 个 平面 平行 的 判定 和 和 性质 
м1... Мом 


аса, Са 

а= А 
a B. 
bB 
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3. 和 两 个 平行 平面 同时 垂直 的 直线 ,叫做 这 两 个 平行 平面 的 公 
于 线 , 它 夹 在 这 两 个 平行 平面 之 间 的 部 分 ,叫做 这 两 个 平行 平面 的 公 
垂 线段 ,两 平行 平面 间 的 公 垂 线段 都 相等 ,我 们 拒 公 垂 线 段 的 长 度 书 
做 两 个 平行 平面 的 距离 . 

4. (1) 二 面 角 前 定 文 

一 个 半 面 内 的 -~ 条 和 直线 ,把 这 个 平面 分 成 两 部 分 ,其 中 的 每 一 部 
分 都 叫做 半 平 面 .从 一 条 直线 出 发 的 两 个 半 平 面 所 组 成 的 图 形 叫 做 
二 面 攻 .这 杂 直 线 叫 做 二 面 角 的 楼 .这 两 个 半 平 面 叫做 二 面 角 的 面 . 

(2) 二 面 币 的 平面 前 定义 

以 二 面 角 的 村 上 任意 一 点 为 端点 ,在 两 个 面 内 分 别 作 垂 直 于 棱 
的 两 条 射线 ,这 两 条 射线 所 成 的 角 叫 做 二 面 角 的 平面 角 . 

平面 角 是 直角 的 二 面 第 叫做 直 二 面 角 . 

在 适当 的 位 置 ,采用 某 种 适宜 的 方式 作出 二 面 角 的 平面 角 常 是 
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有 关 二 面 第 的 问题 得 以 顺利 解决 的 前 提 ， 

(3) 在 立体 几何 中 , 翻 折 问题 常 与 二 面 角 联系 在 一 起 . ERAR 
问题 时 应 注意 利用 折枝 两 后 部 分 各 目 元 素 间 相对 亿 置 的 不 变性 及 原 
平面 图 形 中 与 二 面 角 柑 关联 的 秘 直 关系 . 

5. (1) 两 个 平面 互相 垂直 的 定义 

两 个 平 丰 相交 ,如果 所 成 的 二 面 角 是 直 二 面 第 , 则 称 这 两 个 平面 
HARER. 

(2) =F ТЕ EFE РЕЛЕ Е 


ZMON E — Me- a 
= В 的 平面 角 ‚МОМ 
= 9? 


Z МОМ В Ho-a 
-8 的 平面 角 ,a_| B. 
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а_| В. ПА=а. 


т | а, m Ca 


6. 注 意 利用 以 下 转化 : 


ЕЩЕ CEFE) 


ВЕНЕ С ИН E ri (`F+f) 


阅 题 É WU | 


例 1 И 14-1 所 示 , S 为 平面 АВС К л, Z ASB = 45°, 
Z BSC = ӨР, В A- SR- САНЯ, ЖИ АС 的 余弦 值 . 

分 析 一 在 SB 上 取 -点 P, 使 SP =1, 过 PP 分 别 在 平面 ASB., 平 
В; CSB ЕЕМР $B,0P_LSB, 上 村 ,0 分 别 在 S4、SC 上 (如 图 14-2), 
Д] MPO 为 二 面 角 4 - 58 — CR 的 平面 角 , ZMP = ФР. 

ии ASC = a , Wi] 

МР = SPtand5° = 1, 
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MÜ = PV + pQ = 2, 
于 是 ,SO = OW ,全 SMO НЕ, A 图 14-1 


即 为 所 求 ， 

分 析 二 ”改变 观察 角度 ,把 BSC МНЕ 
平面 a 内 ,如 图 14-3 所 示 , RT BI, А — 58 
- Саб, 58 实际 上 就 是 $4 在 平面 SBC 
上 的 射影 ,ASB = 45°, BSC = 60p. 有 

сов" АЗС = cns ASBeos BSC 
A 图 14-2 
д. 

注 ”不 能 想当然 地 把 48C 当 必 二 
面 第 4- SB -C HETS, L SB УИ) 
СА - SB- СПАЛА ABC 的 形 
状 无 关 , 因 此 在 例 1 的 解答 过 程 中 ,将 A, 
ВСЕ И ИЯ SP = 1 
作为 基础 ,通过 解 三 角形 将 空间 图 形 转 
化 为 平面 图 形 的 方法 来 处 理 ， 图 34-3 

#2 HE 1-4. 3E АС 和 BD 相交 于 BC, 它们 所 成 的 个 
二 面 角 为 45°, P AH AEC 内 一 点 ,8 НШ BD Иа ЯНА МО 
是 直线 РО 在 平面 BD 内 的 射影 ,并 且 M EBC LE, х PQ 与 平面 
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= osdi cosb = 


BD Я ЖЕ ЯВ, Z CMQ = 0, (P < 0 < 

902) ,线段 РМ 的 长 为 4. 求 线段 PQ 的 长 . — 
分 析 BAA мо 是 直线 PQ 在 平面 / — N 

BD HAE, KOS P 在 平面 BD 内 射影 在 — 

MO 上 ,如 图 14.5 所 示 ， "0 即 为 РО 与 

平面 BD 所 成 外 ,人 POR = В, RADR PR 

问题 即 可 解决 . 作 РМ | BC x BC 于 NN. 连 图 14- 

NR ,Z PNR PAHAA- BC - D 的 平 

HA, Z PNR = 4s ,利用 方程 易于 处 理 ， 

设 PR =x, Œ RtZA РЕМ 中 ,NR= РВ = x. ` 
在 В: А МАМ Ф, MR = NRcese@ = 

xcsc9 在 Rt РАМ 中 ,PM = a , ñ tH 

РМ? = PR? + МЕ? 
可 得 


а? = х? + (rep) 


¿ а 
ИНВ х= е. 
在 RAPOR 中 ,有 
acscp 
Pg= 8 = 0 Е 14-6 
H3 已 知 平面 a， В, ут В [а, у | а, ВПУ = а, ЖЕ: а La. 
分 析 一 ”如 图 14-6, 设 ВПа=ь,УПа=с ЖЕН 
导致 线 面 垂直 РАНЕН, КОРИ а 内 一 点 了 ,过 P ЗЕР, с МЕ 
HHZ b, с FOE, Нав, \ PO В.Н РО 1 а. PE La, 
于 是 a | е. 
пт ШЕ 14-7, 分 别 在 平面 a、8 KRR- A P, QOP, QE 
a) 作 平面 a MEZ m,n, M) min, Agla, yla, it moB ncy, 


т УНИН т/а, Т а а. 
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分 析 三 ”利用 对 称 性 和 过 空间 一 点 作 平 面 的 三线 的 惟一 性 ,采用 
同一 法 ,如 图 14-8, 在 a Е М, Аа 5ER ММ, Ва, 
mE В, MNCB, 同 理 MNCY, 所 以 ММ = ВПУ, MN 与 a 重合 ， 
从 而 可 知 aLe. 


图 14-7 


例 4 如 图 14-9, 已 知 全 ABC tH, ZA 
=%P,D 2? ВС E — 1,2 ADC H AD T 
起 ,使 C 点 所 处 新 的 位 置 5 在 平面 ABC 
上 射影 五 恰好 АВ Е. В CÇ - AD - H 
为 6DP , 试 求 BAD 的 正切 值 . 

t ЖЕ, СН АВС, Е НЕ 
ТАБ, НЕ 交 AD T ЕДЕ СЕ Е 
定理 知 СЕ АР, 2 СЕН A HMA C- 
AD - НИ, СЕН = ӨР, СЕ = 2НЕ, НА A АЕС E: A АЕС їй 
АР 折 起 所 得 图 形 , Z AFC = Z AEC = %P., ЕС = ЕС’ 

E RAS АНС thi, Z НАС =%P, 

АЕ = НЕ - ЕС = НЕ · ЕС' 
= HE | 2HE = 2НЕ?, 
所 以 АЕ =y2HE .于 是 ,有 


图 м-9 


tan BAD = = = ———— = =. 
< АЕ JHE 2 
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即 为 所 求 . 

5 СЯААВС 中 ,AC = BC =1, АВ =42, Ш АВС 外 一 点 5, 
SA = SB=2,SC =/5, 5 P 5С 的 中 点 ， 

(D RHA 8- AC- В ВУКА; 

(2) 求证 :平面 РАВ | 平面 АВС. 

分 析 一 ВАС = BC = 1, АВ =*, 根 据 色 股 定理 逆 定 理 知 АС | 
ВС, XA SA =2, 5C =/5, jÆ SA AC. 

LE A PE AD ВС, B fE BD ZZ AC, ZAA 0, ЩН ADBC 为 
EAE, Z SAD A AR S - AC -8B 的 平面 外, 日 BD | 平面 540, СВ 
上 平面 SED .可 知 50 1 平面 ADBC. 于 是 


cos SAD = 20 =L. 


Z ЗАВ =6Gp BATHA S - AC -号 的 大 小 . 因 РЕ E.A SCD 的 中 位 
ВХ РЕ// 5D ,进而 可 得 PE | FH ABC ,所 以 平面 РАВ | FIG АВС. 

分 析 二 ”注意 到 P 为 中 点 ,联系 ç. 
中 位 线 , 如 图 14- 10,2 ABAC 中 点 为 
Е.К, PE .PF EF W| PF / ЗА, EF // 
BC ,AC 1 тј РЕК, Z PFE A KH 
S -AC - B РИН AC | PE. 

TE RA SAC 和 Rt 全 SBC 中 ， 


1 с 
РА = PB = > 55, 图 4-10 


ZA APB Я, РЕ | АВ, РЕ | 平面 48C, 有 平面 РАВ | 
平面 АВС. 


TE RIA PEF НЕЕ = ВС= 2, 
ВПУ ER S — AC- RARD. 
Е яав Б E| о, EETA i k Bi SU B) , BJ 5 
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РЕ =-— SA =1, Z PFE = 6, 


1 
2 


ПАРЕЗ ГЕ yE SF 18 BU НЛК, АА SL 2X:_E РЯ НН 
ВАЗА НН I K A JEE L B.Z— ДЕ 5 P, AC 为 异 而 直线 
SA. BC КНАЗЕР ВЕ Е SA A BC 所 成 角 为 9, 根据 异 面 直线 上 两 点 间 
的 路 离 公 式 即 得 
ска = АС + SA + ВС" – SR? _ -L 
25A- ВС 2-2-1 2 
METH 9 = 6 ПИ S - AC - ВУР. 

例 6 Es H M-L- NADA <o <Р), A ABC 在 

H M A, OABC E A ABG EK N 内 的 射影 ,求证 : 
Saage = л авг" 0808. 

分 析 (D EBR a НИЯ, ДАВС 有 一 边 在 楼 Е, 如 图 
14-11(1). 设 ВССТ, М ЕСУ BC 重合 , 作 AD | ВС, AD ВСТО, 
Е 4 ,根据 三 寺 线 定理 的 道 定理 可 得 A'D | 1, 于 是 ADA' 为 二 和 耐 角 
M-i- МЕРА, ZADA = 0, 


l wa, А 
28 CAD 


12+ 22 + Ë 22 


Зале _ 


SA АБГ t BC-AD 
2 


Вр Здав = Saag 0080. 


А 


= 


图 14-11 
(ААВС 9 — АЕТ НА 14-1102), ВС LIEK АВ, 
АСЖІТЕ. Е, PENSE, CECAF, А ВСИ ВС Zl, ВС= В'С'. 
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于 是 


Sac BC? Задис ВС” 


$ АЛЕК u EF? Saper Е? 


Sarre  SANEF 
即 Зав = Бл" T 


HCA Sager = Saar" 0050 АСВ 
Sarpe = Saa eh. 

(Ш АВС 各 边 即 不 平行 于 i 也 不 在 1 上 ,过 一 顶点 作 平 行 于 
I 的 直线 ,将 全 4BC 分 成 两 个 较 小 的 三 角形 ,如 图 14-11(3) 所 示 
С АСЕ ,全 CBE A AB C 相应 地 也 被 平行 | 的 直线 分 成 全 4'C'E、 
ACRE , 利 用 (站 得 ,Suwep = Saag 0090 , Засве = Sace’ cosh. A 
加 即 得 Sa pr = давс" 6080. 

Ж 1. 因 多 边 形 可 以 分 割 成 若干 个 三 角形 , 破 射 影 面积 定理 对 于 
多 边 形 也 是 成 立 的 . 

2, 重 6 中 运用 了 由 易 到 难 、 化 繁 为 简 , 将 未 知 的 问题 化 归 为 已 经 
和 解决 的 问题 的 重要 的 数学 思想 方法 . 

3. 求 二 面 角 的 大 小 可 从 三 个 方面 来 考 塌 :作出 二 面 角 的 平面 角 ， 
计算 其 大 小 ;射影 面积 定理 ; 异 面 直线 上 两 点 间 的 肥 离 公式 .在 用 距离 
公式 时 ,应 注意 到 二 面 角 的 平面 角 与 异 面 直线 所 成 的 角 相 等 或 互补 ， 
审 清 题 意 ,作出 适当 的 判断 . 

俩 7 两 两 互 不 平行 也 不 重合 的 三 条 直线 组 成 的 空间 图 形 的 对 称 
轴 最 多 有 多 少 条 ? 

解 ” 首 先 ,在 空间 的 两 条 不 平行 的 直线 具有 三 条 对 称 轴 , 当 两 条 
直线 相交 时 ,它们 是 角 平分 线 (两 条 ) 及 过 交点 垂直 于 此 相交 直线 确 害 
的 平面 的 直线 ; 当 两 条 直线 异 面 时 ,可 以 分 别 过 一 直线 作 平 行 于 男 一 
直线 的 平面 ,再 作 一 平面 与 前 述 两 平面 平行 且 等 距 , 那 么 这 两 条 直线 
在 这 个 平面 上 的 射影 的 交角 平分 线 ( 两 条 ) 就 是 它们 的 对 称 届 ,第 三 条 
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XJERRH E НРА МИАН. 

现在 给 定 三 条 直线 ,每 两 条 组 成 一 对 ,显然 可 以 组 成 三 对 ,每 一 对 
的 两 条 直线 构成 的 图 形 有 三 条 对 称 轴 , 因 此 三 条 直线 构成 的 图 形 有 至 
多 九条 对 称 轴 , 男 一 方面 ,可 以 作成 具有 九条 对 称 轴 的 这 样 三 条 直线 
构成 的 图 形 ; 过 一 点 , 且 两 两 便 直 的 三 条 直线 ， 

例 8 如 图 14-12, 正 方 体 ABCD - A.B. G ID, 中 ,下 是 楼 BC 的 中 
点 ,前 为 线段 AF EKIA, ADMD 5 2 CMC, 的 面积 之 和 取 最 
小 值 时 ,型 ЕЛЕ 上 的 位 置 记 为 Mo. 试 求 半 平面 MI DD, БЕ 
МСС, ИИ DD- Mo CC ЯВ. 


Е 14- 12 14 - 13 


分 析 ”如 图 14-13 МЕ ММ, ЛЕ ABCD, A.M . РЗ, 
ССИ РР ММ, G C = D =< I, MC СС, MD | D D ® 


Sap mo +t Sac ис ВЕР, Вр 
这 "DD M.D + C.C: M, C=-y (M.D + M,C) 


最 小 ,也 就 是 ОМ, + СМ, 即 可 , 且 当 DM, + СМ, ЕЛМАЮ M, 所 
对 应 的 A F БАЈА М BDE Мо. 
回 题 变 为 在 АР БЖ МЕ м C D 距离 之 和 最 小 ， 
M, 的 确定 方法 旭 下 ;如 图 14-14 在 平面 АС 上 作 点 С 关于 直线 AF 的 
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XERA С’, ОС’, АР 交点 在 线 
В AF Е, В M, ЖАТ, ВИ DM C 
A HA DD- Ma- СС, 的 平面 角 . 

PI Z HCF = а, WOR cosa = Z 
ии». 
sina = z CH= 2 ose = =, СС B 
cos Z DCC!) = cos (HPF + а) = 


图 14- 14 


- sint = 一 一 ， 
45 
根据 余弦 定理 可 短 
DC? = С? + СС? - 2DC- GC' cos ВСС 
2 у 2. 1、_B 
Аг 2:1: *(- =. 
ч 5 5 2 


H DC = в. 


2465 ‚ СМ, = a М, 在 线段 АР F, Z DM. C = B. WI 


Уб у DD =2CH 得 DM: СМ, =2:1,8 БМ, = 


65 


DM + CM? - СП? ЕЕ t25 5 
сов = IDM, CM, T VE /@ ` 
` 5 ` 15 


所 求 二 面 角 的 度数 的 余弦 值 是 七 

H9 P.A, B,CD 是 空间 中 天 个 相同 的 点 APB = 2 ВРС = 
Z CPD = Z РРА =6. 这 里 8 是 已 知 锐角 , 试 确定 APC + 2 BPD 的 最 
大 值 和 最 小 值 . 

解 Ш АРС =a, BPD=B, 当 APB=8,C 在 PA4 上 ,DD 在 
РВ 上 时 ,如 图 14-15, 空 间 五 点 位 置 满足 题 设 条 件 , 此 时 ae = 8 = 0, А 
(а + B)min = 0. 
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Р 


ГАТ 
А 


E] 14-15 


Е 14-16 


Е о+ 的 最 大 值 ,显然 P - ABCD ЕНОТ 14-16). 
H TZ АРВ = Z ВРС = Z CPD = Z DPA = 8, 根据 对 称 性 可 知 平 
Ш АРС $ НИ BPD, 设 平面 АРС 与 平面 BPD #58 23 РО, ЙІ 
Z АРО = Z СРО = 5 ВРО = ХОРО = Š „Ке PO =1,3 O 4E 
УЗЫ РО, 5 PA. PB. PC PD FALB C ЩАС LRD F 
T fE2 A'OD' ЯДЕ A' PD rh 
A'D? = А0? + DO 
= AP? + DP 2А'Р + D'PeosZ A'PD, 
Ë 2 Ë а Ë 


НТ tan? ЕЈ + tan” Č = see 5 + sec? 2 一 2зеес 2 ` Sec > ° созе, 


2 2 
可 化 为 сов = cos 2 “COS ; 
有 cos 2+8 = 26080 -一 сов “в > 26059 – 1, 


当 a= ДЕАК, М 0 < В сл, Й y = csz,xE (0,к) ,是 减 函 
数 ,故此 时 а + 8 Wa h: KI , 2агссов(2с060 – 1). 
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—.Ж 
1. 在 二 面 角 a -i-p RAA, ВА, РЯ НА а, b, Ei] 
与 杰 IRTEE, M ( ). 


(А) ЧЕН ЗАТ, РГ a/b ,也 可 能 а b 

(В) 当 该 二 面 角 是 直 二 面 角 时 ,可 能 a/b ,但 不 可 能 а 5 

(C)》 当 该 二 面 角 不 是 直 二 面 角 时 ,可 能 sy ,但 不 可 能 a L 

(D) HR- MATEA MEH, RREA a/b, BARES alb. 

2. АВ, СО EREADER a, 8 之 间 的 异 面 线 段 , A,C Ea， 
В,рЄВ.жи М, МЕ АВ, CD 是 中 点 , 则 { ). 


(A) MN = (AC + BD) (В) МУ < (AC + BD) 
(CO) MN > (AC +80) (DMN 54 (AC + BD) 大 小 不 确定 


C ). 


(А), +9, => (В)8, + O;< > 
(C) + 名 > 了 (D)0, + 多 可 能 大 小 > Тав. 
4. 如 图 所 示 , 正 方形 ABCD rR. М.М р С 
是 Ар, BG 的 中 点 , 沿 МА 把 这 个 正方 形 纸 片 折 
成 以 MN 为 楼 的 二 面 角 A- MN -C ERRE y М 
КН И ВМС ВЛЕЗ РАВ Ж 0. 6, ЕВ 
À — ММ - СЕН ( ). 
(А)ӘР (BAP (CHF (DW ⁄ ” 
二 ,填空 题 (第 4 题 ) 
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5. ЖАЕ НУ СМЕТНЫЕ „НН ЗЕЕ, ЕР is 
В FA 8, ВЕКИ ЖИЛА 

6. 空间 一 点 Р 到 二 面 角 a — a -有 8 的 两 个 面 的 距离 分 别 是 1 和 /2， 
到 机 = 的 距离 是 2, 则 二 面 角 a - a -有 的 大 小 是 . 

7. 如 图 , ABCD 是 正方 形 , РА | 平面 p 
BD, M,N 分 别 是 PC НІ АВ 的 中 点 , 当 MN | 
PC Ну, НИ Р- С-В КЕ  . 

8. ВЈ ABCD ЕН, АВ =6, AD =8, ХИН 
2 АС. O,, 0, 分 别 为 人 4BC HACDA 的 内 
心 ,把 全 4DC Вт АС Й А 178 D - АС 
-五 , 则 两 内 心 O, 及 O. ЕВЫ. 

9. RA ABC F, ZA = ФР, AB = 2, AC = 
12. А, В 位 于 平面 a AM, D E 分 别 是 4、8 在 平面 上 射影 ,4D = 1， 
ВЕ =2, СС а. АВС 所 在 面 与 a ЮЗ 0 (0 € (0, 


> ОА . 
10. 正方 体 ABCD - A B C D, ВЕУ а, ЖЕ BDAC 上 各 有 


16 НЕВЕ РО 的 中 点 轨迹 的 而 


pÈ 


(25 7 ж) 


一 点 Р.О,лт РО 有 定 长 1, 且 a<i< 
积 是 


三 .解答 题 

11. 如 图 ,在 楼 长 为 1 的 正方 体 48CD - А, B, C, D. 中 ， 

(1) 求证 :平面 AB СГА, СБ; 

(2) 求 平面 АВС 与 平面 41C1D 间 的 距离 . 

12. 如 图 , ABCD 是 正方 形 , E. F 分 别 是 AD, BE ДЕН, ЕР// 
АВ, ЕР З АС Tk О, ЕР ЕЕЕ И A- EF -DD 后 , 求 
证 :无 论 EF 怎样 移动 ,一 40C 是 定 值 . 
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{第 J] 81) ‘第 12 Bu) 
13. SHE], IE У ABCD HEW a, ЕЕ С.Н Не АВ. 


、 АЕ СЕ 66 АН т әл y, 
ВС .CD ВА 上 的 所 ,并 日 BE = вр = pc = pp > z k iF rit xr fe 
线 BD PRE RF ARD 各 平面 СВР 所 成 一 面 角 为 日 ,半日 ,mm 为 何 
RT, EFGH HENIE? 


(第 13 EN) 

14. 如 图 ,江平 而 < 内 一 圆 , 直 径 АВ =2R, 坟 4 作 平 面 a МЕ, 
WR ЕЯ 5 Е АВ =W, M EMA БЕ (ЖУА, ВЖ), 
以 让 和 下 表示 А ДЕ SM 和 SB РКИ, ME ВАМ = ç. 

(1) 求证 ; AN | 平面 SMB, НА ЗАВ А 5АМ 2: 58И. AABM 均 为 直 
Я-А; 

(2) 求证 ;人 ABR 是 以 SB 为 楼 的 二 面 角 А - SB - М ЕТУ; 
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(3) 5 Z AHN = 0 МЕНЯ: 


tang "tand =2. 


(35 м) (#580) 


15. ШЕЕ ABCD — A.B Ci D, 的 楼 长 为 1, 在 侧面 对 角 线 41D 
ERS М, CD, LRA ,使 得 线段 MN 平行 于 对 角 面 4A14CC, 试 计 
算 满足 上 述 条 件 的 线段 ММ 长 度 的 最 小 值 . 

16. 如 图 ,平面 a 8 ETER ММ, 
ДАЖЕ а ES B 在 平面 3 上 ,点 
СЕНЯ MN E.Z ACM = Z BCN = 
47, А - MN - B E ӨР) ИЯ, АС = | 
LRH A- BC- МКЛ. 

17. 在 边 长 为 3 的 正二 角形 纸 片 
АВС 中 ,DF E: BC 边 上 的 三 等 分 点 ， 
以 АР, АЕ 为 折 瘦 把 全 4BD, AACE Ш 
折 , 使 AB 与 AC 重合 , 求 折 后 相 邻 面 形成 的 二 曾 角 的 平面 角 的 余弦 值 ， 


(第 6) 
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第 十 五 讲 多 面体 
ЕВЕ ВЕН 00 


1. 棱柱 
(1) 棱柱 概念 与 性 质 


有 两 个 面 互 相 
平行 ,其 余 各 面 都 
是 四 边 形 ,并 且 每 
相 搜 两 个 四 过 形 的 
АВ H. fH + 
行 ,由 这 些 面 所 围 


ТЕЗЕ BL IK 底面 是 正 多 边 
ERRIRE | 形 的 直 棱柱 吗 做 正 
棱柱 


RRS ЛТ nH i E 


柱 
楼 
wa 人 
ЕН 
И 


对 角 面 。 平行 四 边 形 | 


出 面积 | КАК ИН | 底面 的 司 长 与 侧 术 | KERK SEK 
` | ЖЕ! 长 的 乘积 的 乘积 
便 面积 与 底面 积 的 和 
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(2) 特殊 的 四 校 性 
(|) 平行 六 面体 的 概念 与 性 质 
底面 是 平行 四 边 形 的 四 楼 柱 吗 做 平行 六 面体 
1. 具 有 一 般 楼 柱 所 有 性 质 


2. 六 个 面 都 是 平行 四 边 形 
3. 相 对 的 两 个 面 所 在 的 平面 互相 平行 ,并 且 这 两 个 面 是 全 等 的 
平行 四 边 形 


(li) 
— жи 
=— взе . 直 平行 | 是 矩形 
[EE A == FATA e лаи 
ПЕД р 


2. E 
(1) 棱角 的 概念 与 性 质 


MJERE. 


[| AARDE _ |  ЖАЖАНЯ | 

A 

| — и O 

平行 于 底面 的 截面 与 底面 相似 ,w Sg: Se АСА А 分别 是 
НА EREN) | 


(2) 正 棱锥 的 侧面 积 
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ЗЕЕ = 5 ch. 
Н с ERRAR, k ER H. 
3. RE 
(1) АЎ TEE 


——...nCTQO—. R 


由 正 校 锥 截 得 的 檬 台 叫 正 


用 一 个 平行 于 底面 的 平面 
RRS Аи: Ву 
| 叫 补 台 


由 等 有 延长 交点 
| TREE 
МНН ир 2 НЕЕ Е 
"ПЕРА: о о 
RE | 2y Sas S| +. SttSp.SE,SF 分 别 为 中 裁 面 ,上 .下 底面 的 
面积 )， 


(2) 5 ные = Le +’). 

(3) ERRA АРА ñH NER ААЛУ УН PPE SH K ЕВ 
梯形 ;两 底面 中 心 连 线 ИЕР ТАА PJ yk B] Е 482B R — 4° 8 
期 梯形 .党 利用 上 述 旺 前 梯形 ,集中 楼 台中 有 关 元 过 进行 计算 . 

4. 多 面体 的 欧 拉 公式 

ЕЕВС VRO Е ВО F, Mü 
УчЧЕ-Е=2. 
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例题 精 讲 


Я 1 如 图 15-1, 直 三 楼 柱 ABC - А,В,С, АСВ = ӘР, Z ВАС = 
ЭР, BC =1. АА, =/6, М E: СС, 的 中 点 ,求证 :A1M L АВ. 

分 析 一 ”注意 到 B Ci 二 平面 А, С. ЯЕ А 
АВ | АМ НЕВЕ, НЯЧЕ АСЕ 
A M. 

WZ AAC. = а, САМ = В, 


= —— а. Ж а — 


А. 2 А& 


На,ВЕ (0,7), a = p. РЕ 
L GAM ВАСА = ААС + АСА =, 
НИЎ A M АС. 

分 析 二 ”如 图 15-2, 在 原 直 三 楼 柱 的 上 方 补 上 一 个 
与 之 完全 相同 的 三 被 柱 . 问题 等 于 证 明 B,A1N = ЯР. 
Ч АВ =2,4C =/3 , fk | 

A В2= ВА В = (632 + 22 10, 


2 
2 
ВМ? = B, C + C, M° = 12+ Qy 2 


НА, В + A M = В.М ЩА, M | АС. 
$2 ARTIR ABC - А,В, Су 的 底面 是 边 长 为 a 的 正三 角形 ， 
HREH L, ААС = ZA АВ = Gy, 
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(1) 斜 三 楼 柱 АВС-А B, C, 的 侧面 4, 
Хн; 
(2) ЖО AA 到 平面 BC, 的 距离 . 
分 析 (1) 如 图 5-3,5, B 4E BD 
LAA AA РВ, pC.|INZ AL AC = 
ХА, АВ, АВ = АС, AD АЖ, МИ 2 АВР 
s AACD, DC = ОВ, РС | АА), АА 
| 平面 BBC АА, 1 ВС, ХА ВВ, AA, 图 15_3 
所 以 ВВ, | 平面 ВОС, ВВ, 1 ВС, 
двни = ВЕ." ВС + AA. BD + АА РС 
= ААВС + DB + DC) 
= AA, АС +280) 


E AMi = BCs a, DB За ТЯ 


ЗН = Ка +2ха)= (3 + l)la. 


(2) it D f: БЕ | ВС, DE  ВСРЕ, МЕ BC HA, R BCL 
DE К DE | Fig В, BCC BI DE 为 АА, 到 平面 ВС, 的 距离 


DE = v RIP – ВЕ? =, | Gye- Cay -a 


Ж 1. 公 BDC Xir ГЕЕВ ABC - AB Ci 的 直 截 面 . 

2. ЕЯ A AB = ZA AC. A А 在 平面 АВС 上 的 射影 0 在 
Z ВАС 的 平分 线 АА РЕНН Е (ПРА 15-4). A д0 | ВСЕ 
ХН АА, | BC, 从 而 BB, 1 ВС, ЧУ ВСС, B, EIE. 

Овни = 2Sin8 A, + Sacc в, = (3+1. 
这 里 确定 四 边 形 BOC В, РЕ. ПНА 
侧面 是 全 等 的 平行 四 过 形 ， 
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例 3 已 知 正三 棱锥 5 - ABC 中 ， 
ЕР 分 别 为 SB,SC 的 中 点 , 且 平 面 
AEF | 平面 SCR, RESE 5- 

的 侧面 积 与 请 面积 之 比 . 

分 析 关键 在 于 和 斜 商 与 底面 三 角形 4 == — 
高 的 比值 ,如 图 15-5, 作 正三 棱锥 的 高 p 
$50, 连 АО 并 延长 交 BC F D,E SD 交 
ЕЕ 于 65, 连 AG. 图 15_4 

Я 50 | Ш АВС, О 是 正和 4BC 中 
К, ВК D 是 BC Низ, M EF ÆEASBC 的 中 位 
л G 是 SD 的 中 点 .根据 对 称 性 , АЕ = 
АЕ,ВТЕ AG_L FF, 因 平面 AEF | 平面 SCR, 
所 以 4 平面 SB8C, 有 A461 SD, GASD È 
等 厦 三 角形 , SA = DA. 

设 正三 棱锥 $ - АВС 底面 边 长 为 a, 贡 


АР = За, ЗА = в = За, BD = 各 ,SD = 
а. TE B] 15-5 
Len. {2 
Sgem _ ` у SD BC 3s 3 2 д 
Saa — lap. pc b 3 p 
а 
2 2 
ВАК. 


例 4 一 个 楼台 的 上 底面 积 为 S, РАННО $, МАНУ ОМ 
平行 于 底面 的 截面 将 这 楼 台 的 高 自 上 而 下 分 成 n: т, ЖЕ: У Q = 
n Š + m S 

n +m 
分 析 一 ”如 图 1$-6, 将 棱 台 还 原 成 棱锥 , 设 三 部 分 的 高 为 a,5,c, 则 
52:20:25 = а: (а +0): (а ++ с). (D 
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(3 
VO =ak + тв, D 
JS =ak + ntk + mtk, (5) 
(0-0 += Э.ФУЕ 

/0- s 13-10 o 


Га і 
а 


ава НЭ НАЕ ON. 
G ШИ 15-700 分 别 为 楼 人 台 上 .下 о i 
底面 的 中 心 , AA 为 侧 棱 ,4 ОО, BEX ОО. 
АА РЕ, Е, А’М 55 EF MW ОА OA / EF. 
因 平 行 于 底面 的 截面 与 底面 是 相似 多 边 形 ,其 面 E 


积 比 是 相似 比 的 平方 故 
М АМ OO’ 
aa NS o i 
8-78 min 图 15-7 


注 1. ме =0 时 ,V0 = -24S ЭНЕР TETA 


HAA. 
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ЕН ПИ 

2. ИИ 

例 5 РВ P- ABCD 的 底面 是 直角 梯形 , 厌 D4 Е НШ, PD 
ЗАНЕ, PD = Ар = АВ-2Ср =1. 求 二 面 角 A- PB С 的 大 小 ， 

К LEA 4- 可 -和 的 大 小 可 
用 它 的 平面 前 度量 , 作 CF__ pp S ВР + F, 
NEH АВР 内 作 FG | РВ, АР 于 6, 再 设 
法 计算 GFC 的 大 小 ,为 此 先 求 СЕ. ЕС, 
CC , 进 面 运 用 余 强 定理 阔 得 人 CFC 的 大 小 . 
经 上 述 途 径 可 达 昌 的 ,只 是 计算 较为 繁 难 .是 
否 仅 此 一 法 别 无 他 途 呢 ”改变 一 下 观察 和 思 
考 骨 度 .如 图 5-8 E AHL ВР, BP FH. 


显然 蜡 面 直线 АН 与 CF ЯНА Z CFG. El 15-3 
即 为 二 面前 А- PB ~ C 的 平面 前 ,联想 到 异 
kupa ба 

易 知 PC -号 вс -区 > ‚ PA =42, РВ 43, сғ 22, AC=32. 


ТЕ RA РАВ À h, H 
l 


$ды = PA: AB = PB-AH, 


解 得 дн =Š, R 


ЖЕНУ ТЕХ ГЕРА, A 
АС = МАН + НЕ? + СЕ? —2AH - CFcosZ СЕС. Ф) 
将 上 述 有 关 量 代 人 全, 即 得 сов CFG =0, 这 说 明 CFG = ФР, РЖ 
fg A—- PB —- СЯН. 
分 析 二 注意 到 РС = BC = AC= 学 ,那么 点 C 在 平面 PAB 内 射影 
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JE EA АВР 的 外 心 , 对 于 直角 三 角形 АВР 简 言 ,外 心 即 斜 边 中 点 ,所 以 
CF | 平面 РАВ ,平面 СРВ FH АРВ КИН ОНЕГИН. 
йе 如 图 15-9, ЕЖЕ АВС - 
A BC P, WBS СС, [ЛЕМ АВС, Z АСВ 
= IAF, АС = a, ВС = 20, ВС. = a, Ё 
(I) 求 二 面 角 В, - AC- B 的 大 小 ; 
(2) RA B 到 平面 B AC 的 距离. Ё 
R (1) Р 15-104 p D// C СЗХ А 
BC В. Е АР, W| Z ABID 为 异 面 直线 
АВ, 与 СС, АДУ A Z ABID = ЄР, 5 15-9 
C C ЕЕ АВС МИ B D 平面 ABC. 
在 平面 АВС 内 作 DE L AC T Е, 
ВЕ, ВЕ] АС T E, Z B ED AK 
В - AC — B 的 平面 角 . 在 全 4CD 中 ， 
AD = М АС? + БС? _ 2АС - DCcosl2p 
= За. 
在 ВЫХ АВР, B ID = AD сов = а. 


fE RA CDE P, DE = CD'si = Da. 图 15— 10 


а 243 
Е RAR РЕ th, n/B ED = T 
2 9 

因此 二 面 角 Bi- AC- В АЛЬ atan 225, 

(2) A o ABC HA, м В НН B, AC 的 距离 等 于 加 点 到 下 
HB AC 的 距离 的 2 倍 , 作 DH 1 p E T H. ЩО) DH 平面 
ВАС, ВЕРА DH 为 DD ЈЕ ВАС 的 距离 . 

在 RAS B РЕТ, 
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= ` 


所 求 ВЯ B AC 的 距离 为 
208 221, 


例 7 如 图 15-11, Eš $ - ABCD 
的 底面 是 中 心 为 0 的 矩形 ABCD , АВ = 
4, AD = 12, 5А =3, SB = 5, SO = 1,111 
点 ,底面 中心 0 НИЕ BC ЕА N E 
楼 锥 的 截面 . 问 BN 为 何人 秆 时 ,所 得 截 
面 全 SMN 的 面积 取得 最 小 值 ? 这 个 截 
HA SMN 的 面积 的 最 小 值 是 多 少 ? 

分 析 一 “” 依 题 设 可 知 SA? + АР? = SB2, SA? + 40° = $0*, 有 
Z SAB = ЖР, Z SAO = AP М SA [Ш ABCD, РЯ, ЗА | Ар, SA | 
BC, СВІ АВ, БА | АВ, НИ СВЕ SAB, DA 1 Ш SAB, NBS 
= 9Ф, / ЗАМ = ФР. 

W BN = х, НАНТ 0 点 的 中 心 对 称 性 可 知 ， 

АМ = СМ = BC- BN=12-x, 


SN = SB? + BN2=./25 + x2, 


15—11 


НА НИ 
SM = V SA? + АМ? = Мл? – 24х + 153, 


cos DBC = 86 2. 3/10 


BD ` a 10° 
ON =v ОВ? + ВМ - 2. OB- BNcosZ ВВС 


јао -2-2./ бк 390 


=“ 40 + д? 一 12%, 
ММ =20N = 2 х2 — ]2x + 40. 
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SM? + 5№ _ MN? 
25М . SN 


_ x°, 125 +9 


2 245 + 153 3125 4 д2. 


TE cos MSN = 


进而 ,有 
sinZ MSN =v 1 - cos? Z MSN | 
(— x? + 12x + 9)? 
=! (x? My + 153)(25 + x2)' 
所 以 ， 


Sasy = ESM - SN + віп MSN 


Иж? _ 24x + 153 + 3 25 + x° 


х2 — 24x + 153)(25 + х2) — (- 2 + 12r +9} 
(x? – 24x + 153)(25 + x2) 


= 


м (2 – 24х + 153)(25 + x°) — (- x? + 12x +0) 


—— ———— 


y 522 — ÑI6x + 3744 


=v 13x2 - 204x + 936 
10), z „ 1764 


13(х — 


Hi y= 102, ВІ BN = oo ri 面积 取得 最 小 值 .这 个 最 


hi 是 /了 名 42 213. 
分 析 二 依 题 设 可 知 ， 同 分 析 一 ， CB | 面 SAB, РА | 1 SAB. Е 
此 ,过 5.0 点 的 截面 SMN ТЕ SAB 上 的 投影 是 A SAB ,根据 面积 身 
影 定理 ,要 使 截面 人 SMN 面积 最 小 ,只 须 面 SMN 与 面 SAB 之 疝 的 二 
面 角 的 平面 角 a 最 小 . 
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设 截面 SMN 2571458 于 直线 
LT( 图 15-12). 作 ОЕ [ АВ FE, ЕО 
АТ ҒО, П] 00Е = о. B. tane = 


80 .根据 tane 的 单调 性 , 旦 EQ < 
5, 当 0 与 $ 重合 时 , 取 等 号 . 故 当 
0 与 $ 重合 时 ,a 最 小 .因为 SE = 


D 
V 32 +22 = / 13, cosa - 58 В. 


所 求 截面 的 最 小 值 为 


В 15-12 


1 хзх4 
ба 2-7" 4 AVB 
сова 3 vB 13 -' 


对 应 的 点 N 在 BC 上 的 位 置 可 如 下 法 
求 得 :如 图 ,在 КА ESK Ф, 
542 9 
КА = Е = 2° 


ХА ЕКО — ZA BKN ,有 


Я ву E АВ __ 2 _ 102 В 15- 13 


例 8 己 知 四 面体 ABCD, Е.Р, Galt AB.AC AD Е, и 
A XYZ 的 面积 为 S$ уу. АКО Paz KiE: 

(1) Sagre < maxi 5 ane SAABD» SAAGD 5 5 ABCD + 

(2) Рд крс < maxi Рд авс». Рдавр› Paans Paro). 

证 明 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 1 给 定 空 间 两 直线 1.m, 设 PQ RKI ЕМ, Е 
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们 到 直线 m KESIK di, а, ds, 
Ш Фо = тах! di, dal. 

Е, Е 15-14, 1. т 的 公 
Же ЕЕ, БСТ, FC m. Я FTI. 
P Q .有 员 三 点 中 至 少 有 两 点 ,不 妨 设 为 
Q RLF E RM. Е 上 射影 N、 
М. E m EWEN. M. EROON < 
Rif , 即 4, da, ВАЎ У. 特别 地 ,0 
НЕА, а, = EF. 

引 理 2 给 定 两 直线 i,m 及 了 上 
HAM М.Е Р.О, Ят БЛ ч, М] 

ОМ + ОМ = max] PM + РМ, ВМ + ВМ! 

如 图 15-15, 通 过 将 N АБЫ 
2 т 旋转 到 平面 POM ЕМУ, H 
N' 与 机 分 别 位 于 直线 mm 两 侧 , 则 点 
O IE A A PMN’ A RMN' 的 内 部 
或 边界 上 ,命题 显然 成 立 . 

再 回 到 原 命 题 . 设 和 全 EFG 所 在 
平面 为 z. 不 妨 设 B 点 到 7 的 中 高 
最 小 ,过 В AEFT n 的 平面 图 15- 15 
x п’ 与 四 和 面体 ABCD АВЕС. ЙЧ FILT AC Е, СТ AD 
F ,于 是 有 BF' ЕЕ, BG ВС, FCG 1 ЕС, ЕЕС У ВЕ'С'. 显然 


ЎлЕрс < ЗАВЕС з 


图 15 – 14 


Parre < РАвғс 
所 以 我 们 只 须 证 明和 全 BF G Д (1), (2) ВА. 
如 图 15-16, 连 КРЮ А.С. D 到 BF' 的 距离 分 别 为 &、 d,. ds 
Дно 1 Hi 
d, = max] dil, dal, 
Ми 
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Sagre = тах! Sagra: авео | 
= махі Saas P АВғр |. 
同 理 可 证 
Saprp = шах! $ дар, Saget. 
所 以 


Sagre = max] Saare» 


SAABD S AACD S ABCD: | . 
问题 (1) 得 证 . 
运用 引 理 2 易 得 Е 5-16 
Рдвғс = пахі Paar: PaB | 
= тах! Paape, Paan, Рд pen 
= пах! Pac, Paa, Paap, Pare) - 
问题 (2) 得 证 . 
例 9 一 个 凸 多 面体 有 32 个 面 ,每 个 面 或 是 三 角形 或 是 五 边 
形 , 对 于 个 项 点 每 一 个 顶点 均 有 了 个 三 角形 面 和 严 个 五 边 形 面相 
ZE R НЮР +107 F. 
解 ” 因 下 =32, 根 据 欧 拉 公式 ,有 
32- Е+ Г=2, 
所 以 
E= V+ 0. D 
因为 T+ 个 面相 交 于 每 个 顶点 ,每 个 顶点 出 发 有 T+ P 条 楼 ， 


所 以 
2E= V(T + P). D 


В), 0019 
(7+ Р) =2(У+30), 


即 У(Т+Р-2) = 60. 3) 
由 于 每 个 三 角形 面 有 3 ЖЕ, МЕЗЕНЬ, Е 
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浪 形 有 -5 个 ,又 因为 每 个 面 或 者 是 三 角形 或 者 是 五 边 形 ,所 以 


T P 
Ает +2) = 32. 4) 
由 二 ,他 可 得 | 
3T +5P =16 5) 


T= P=2 ОНИ ЗЕ ЖЕ, ,代入 二 得 站 = 加 .所 以 
100P + 107 + V = 250. 

#10 а 12 mi, В. 

(ТУТААР H, 

(ПУ 楼 的 长 度 只 有 х Жу 两 种 ; 

(п) 共 一 项 点 的 楼 的 数 且 是 3 或 6; 

(iv) 所 有 的 二 面 角 部 相等 . | 


КИЯ. 
Y 


E HASERRE SE -18 ЯВ. ВЕЕ ЗСА 8 

个 顶点 . 设 引 出 3 条 楼 的 顶点 有 pg 4.31 БТА У 个 , 则 
I # + v = 8, 
Зи + бы = 36, 

解 得 j=y=4. 

记 4、.B8.C、D 是 引出 3 条 校 的 顶点 ,上 ,FG、HH 是 引出 6 332 
的 顶点 ,注意 到 多 面体 的 每 个 面 是 三 角形 ,FR,6,H 中 任 一 点 至 人 少 
还 与 男 二 点 有 楼 相连 , 故 EE,F .C,H 构成 四 面体 .此 外 ,从 顶点 F. 
РСН 12 ARH A В.С ОЕ А.В. С.р ZEA 
存在 相连 的 楼 , 且 它 们 中 任 二 点 都 不 能 与 .FF、.G、H 中 相同 三 点 间 
有 相同 的 楼 .否则 ,不 妨 设 A.B SEF G 有 校 相连 ,那么 H 仅 能 与 
С.РАЕВ ВВЕ ЖЕНА H SERRES SR, 
FJA. 

下 面 证 明 AE = AF = АС. ЖА, DI AE = AF =x, AG = y, x 
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£y E 15-17) 884380), УИ F- 
FEA- G ELEAF- 4G -上 相等 , 易 
H КАК = ZX ҒАС. 同样 有 BC = 
Z EAF ЛЯ БАЕ = а. EF = х, + = 
3 .注意 到 ( ГУ, ВН АЕ = AF = Аб, 
JE. МО EF = y, №1 ЕС = x, МА БАЕ a 
AAFG, № M Z AFG = Z FAF = 
ZFAG,x = y, F E. ВРК FG = y. AA Е 15-17 
Е = v. 


Ë À = ЯНА БАР 2 АСЕ fB y = 2xsin 2, ҳ = Z y cosa , EK 


2 
立 可 得 sin 2 = 91 31 ; 


‚а = 及 А = 32 cosa = т. 
显然 ,下 ,天 在 4C 上 射影 为 同一 点 , 记 作 R, ЕВР 为 二 面 角 
E- AG- Е КЕШ, ВЕ, A 


o 2042 (22 2 x 
(ysin ç) + (ysin 2) -y «085 


cos ERF = > 
2( ysin =) 1 + cos 5 
1 . 
"T+ 2 > 9. Ф 
it МЕРС 的 中 点 ,过 M fE FG HERZ AF ЕМ, ШЕ E 
- FG- А 的 平面 角 是 .人 ЕМУ. ЕЕ A 


| ‚ _ MN + ЕМ? — EN 
соз EMN = JMN - ЕМ , (2) 
及 
P) 2 2r 
EN? = МЕ? + ЕЕ? -2NF - EFcos 5 ， D 


NOROL 
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Yi 2,3,2 2 1? 
464 - 1) + +Y — 7Y[A +1- 22 (5: ~- 1)] 
cos EMN = — ——— — — — — . 
>. r УЗ 
2 Y 


_ ЗА - -2 0. 4) 


= m < 
УЗ ав ç 


ADOFA HA Е - AG- РАНЕ - FG - A, БМ) 
j. 

由 上 述 推导 知 AE = AF = AG. 

Л АЕ = AF = AG = х, EF = FG = GF = y. 3f B,C, D Ж 
行 类 似 讨 论 ,可知 多 面体 是 由 一 个 校长 为 y 的 正四 面体 EFGH 及 由 
四 面体 ЕРСН 的 每 个 面 肯 向 外 作 一 个 位 楼 长 为 + 的 三 棱锥 所 构成 
(如 图 15-18). 

A ЕС = ЕН, CG = СН, & ЕС Е 
СН ВЕЗЕ Е, НС i EC $E GQ ЗЕ 
ЕЖА EC T 9, НО. OH | EC. 
СОН 为 二 面 角 6 - EC — H 的 平面 
F. ЕС 中 点 P, 连 AP.CP, 因 АЕ = 
АС = CE = СС, АР | ЕС, CP ЕС, £ 
APC ECHA A- EG - C 的 平面 
Я, СМ) 60С = 二 4PC, 有 等 腰 


三 角形 АРС 与 等 原 二 角形 СОН 相似 ， 图 15-18 
可 得 
АС СР 
СН 7 60’ 
Х RA ЕСР.- КА ЕСО, A 
СР _ ЕС 
СО ` Еб’ 
АС ЕС 
Ш НЕС" 


A СН = EG = уй АС = EC=x, 由 对 称 性 可 知 正四 面体 E40CD 
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ЛЕШЕ Ж, ЖК к.А. С.р 4 
作 平 面 分 别 交 ЕР. ЕС, ЕН FF, 
G'.H' .由 对 称 性 可 知 平面 ACD // F 
Ш FGH. 因 此 四 面体 EK*GH' 也 是 正 р У 

四 面体 . 两 正四 面体 ЕР’С’Н’, EACD 

具有 相等 的 高 ,它们 的 楼 也 相等 .六 РА 15-19 

边 形 АРБ A ERWE, A ЕР’ = РА = х, ШЕ 15-19. М ZAFE 
= 8 , l 


jy -也 
на OTHE, 
所 求 比值 为 或 5 


一 、 选 择 题 
1. 下 面 四 个 命题 中 正确 的 是 ( ). 
{A} 底面 是 正 多 边 形 的 楼 锥 一 定 是 正 棱 锥 
(ВЕ ЕЕК ЕДЕТЕ МЕНЕ 
СС) Wi) B: BI ir ДН BLR А S ЖЕ ДЕ ЖЕ 
(DBD) 底 面 是 正三 角形 ,底面 的 一 个 顶点 在 所 对 侧面 上 的 射影 是 
ТИЕТ ЗЕ САРЕ ЛЕТЕ ВЕНЕ 

СЕ ЈАЧА ЛОН НИЕГЕ ВА Н А ЛЕНЕ; 
СААН ИЕ Е — E s ЕЕ; 
СУР ТЕБ u] ИРЕТ НЕ ЕК АН; 
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(中 两 底面 平行 且 为 相似 正 多 边 形 的 楼 台 一 定 是 正 楼 人 台 ; 

(有 两 个 面 是 相互 平行 的 相似 多 边 形 且 其 余 各 面 都 是 梯形 的 包 
НИЕ ЕН. 

НЕВА ( ). 

(А)0 (В)! (С)2 (0)3 

3. 如 图 ,三 棱锥 5 - АВС 中 , ЗА | 平面 АВС, АВ |_ ВС, SA = АВ, 
SB = BC, E 为 SC 中 点 ,ED | SC ZAC + D. MJ — II Е - DB - C 
的 度数 为 ( ). 

{А}? (В)45° (С)ЄФР (0)75° 


(第 4 题 ) 


(第 3 题 ) 


4. 如 图 ,三 棱锥 P - АВС 中 ,4PB = Z ВРС = Z ЄРА = ЖР, D 
WEH ABC 内 一 点 ,APD = 45°, Z BPD = Ө, СРР 等 于 
( ). 
(А)ЗОР (В) (С) 45° (DSF 
5., 在 四 面体 ARCD 中 , 面 ABC 及 BCD 都 是 边 长 为 2а 的 等 边 三 
ЖЕ, В AD =2Y2a ,MN AI ЖЖ AB. CD 的 中 点 ,由 M ИК 
表面 至 N ВН М. ( ). 
(А)2а (Ва (Оа (0) 2 
6. ABCD - A B С.Р, 是 单位 正方 体 , 黑白 二 琢 都 从 点 4 НЯ 
校 向 前 疏 行 ,每 走 完 一 条 棱 称 为 “ 走 完 一 段 ”. РАЛЕ hi АЛ, 
— A D — ВЕНЕВ: АВ ВА, >. ,它们 都 遵循 如 下 规则 ; 
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ВТЕ В i+2 段 与 第 i 段 所 在 直线 必须 是 异 面 直线 (其 中 i 是 自 
然 数 ). 设 白 . 黑 二 蚁 走 完 第 1990 段 后 各 停止 在 正方 体 的 某 个 顶点 


АЕ RHA АЈ РЕ ( ). 
(А)1 (BW2 (CW3 (D)0 
二 ,填空 题 
7. 如 果 正 六 棱锥 侧面 的 顶 基 等 于 侧 棱 和 底面 所 成 的 角 ,那么 这 
SAKRET . 


8. THE 5 - АВС 的 底面 是 正三 角形 ,4 AEE SBC 上 的 射 
EE H E ASBC ВЕ, НОЯ H - AB - С АА ЗОР, SA: 
АВ = . 

9. РЕНА Ñ Te Ec 1 的 正方 体 上 ,在 正方 体 后 面 的 
平面 上 留 下 药 影 子 的 面积 为 S.W S 的 最 大 值 为 — 

10. 正 十 二 面体 有 20 个 顶点 ,3 加 条 楼 ,每 一 个 顶点 是 3 条 棱 的 交 
点 ,这 3 条 楼 的 另 一 端点 是 正二 二 面体 的 另外 AA, RRR 3 
个 顶点 与 前 一 个 顶点 是 相信 的 ,在 每 个 顶点 处 放 上 一 个 实数 ,要 求 每 
个 顶 点 所 放 的 实数 怡 是 与 该 顶点 相 邻 的 3 个 大 后 处 所 放 实 数 的 算术 
FHE, E М, т 分别 是 这 20 个 实数 中 最 大 的 和 最 小 的 , 则 M — m 
ВОВЕ Е. 

三 ,解答 题 

11. 平行 六 面体 ABCD - 4 ВС 的 各 楼 长 都 相等 , B. 
Z B,CD, = Z CC B = Z ССр = 6. 

(1) 求证 :平面 ACCA [У BB D D ; 

(2) Ж АА, =а,Ж C ЕА, B, C, HER. 

12. ЕВ 5 – ABC 的 底面 三 角形 中 ,4BC = 9 ,tan САВ = 


16 ,机 楼 SA, SB, SC 对 诺 面 所 成 的 角 都 是 49 , 求 楼 维 侧 面 54C 与 


SBC 所 成 二 面 角 4 - SC В 的 度数 . 
13. МЕ, АВС - A В.С, EE PM D Астр. 
(1) 证 明 ; AB 7 平面 DBC). 
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(2) Ж AB BC I. ЖИ C- ВС, - 4, 
D 的 度数 . 

14. 已 知 正 四 楼 锥 P- ABCD 的 侧面 与 
ЕЕ ЯН o , 相 邻 两 侧面 的 夹 角 8. 求证 : 
созВ = — cosg. Ё 

15 ,四 面体 中 三 个 顶点 处 的 每 三 个 面 角 ' 
之 和 均 为 180° .证 明 , 这 个 四 面体 的 对 棱 相 等 . 

16. 四 面体 ABCD 的 所 有 二 面 角 丝 为 锐角 , 相对 的 楼 都 两 两 相 
等 ,该 四 面体 的 6 个 二 面 角 的 平面 解 为 a (i= 1,2,…,6), 试 求 
Зов. f 

17. 求 证 : (1) 所 有 的 界面 都 是 边 数 相同 的 多 边 形 , 且 所 有 的 多 
面 角 楼 数 相同 的 多 面体 有 五 种 ,并 有 目 只 有 五 种 ， 

(2) 正 多 面体 只 有 五 种 ;正四 面体 ,正六 面体 (正方 体 )、 正 入 面 
体 . 正 十 二 面体 及 正二 十 面体 . 
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第 十 六 讲 ”旋转 体 
知识 点 和 方法 述 要 


平行 于 
截面 有 : Sg: S = № 


tht, hy 为 顶点 到 截 
ERIE 8: 


ЯЕ: ЕА: у: 
9 = 297 _ Эпоова ө 294-1) areosa 


| 
a; 母 线 与 底面 所 成 角 | р У JS I EH HR 5) fB 


5 = lete)! 
=л(Кч+г)}! 
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所 
球面 被 经 过 球 心 
ВИЗА К А 


球 心 和 截面 圆心 的 连 线 垂 
于 截面 


ВЕС) А DUE 65 4 与 球 
4 К е r 的 关系 : R° 


= + 


Е 1. 利用 轴 截 面 与 侧面 展开 图 是 集中 相关 元 素 , 将 有 关 圆 柱 、 
圆锥 . 贺 台 的 空间 问题 平面 化 的 重要 手段 .通常 将 圆柱 .圆锥 . 圆 台 或 
它们 的 轴 截 面 与 鱼 夯 展开 图 二 者 画 在 一 起 ,更 有 助 于 了 解 各 元 素 之 
间 关 系 . 

2. 球面 上 两 点 的 球面 距离 与 球面 上 两 点 的 距离 是 不 同 的 概念 
.不 要 混 清 不 清 . 求 球面 距离 时 ,用 好 两 个 截面 , 即 过 球面 两 点 的 大 辐 
截面 和 小 贺 截 面 . 抓 住 它 的 边 角 的 互相 联系 .计算 А, B 两 点 间 的 球 
HER, — ay = P phe: (ПОНЯВ AB 的 长 ;(2) 计 算 圆心 角 
Z A0B;(3T 3 KI] F A.B W a a| pak is. 
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#1 НЯНИ 5, вазу 
A З00т, М 是 一 条 母线 A414; 的 中 点 (和 Е РЖЕВ Е). № М ў 
ЖЕРЕ аА. 

(1) Жа тив К: 

(2) ИЖЕ НР МЕЖ Е ЕЖА Е 2 P 
最 短 的 是 多 少 ? 

E DERS L, TRAJ r, 
RAA hh, 母线 长 为 1 侧面 展开 图 扇形 的 
САУН СБ Z: ВИН ПЕ ЕЕ PR 5 АУ НУ Bl 
OHA OSA, 为 x, 如 图 16-1, № 

nR =8(1+х), D 


Inr = бх. (2) 
{D ~ S, R 

p = Г. 2, D Е 16-1 
例题 设 , 有 


ÍR + Ol = 300r， @ 
R — r =5, 5) 
АЕ r)° = Р, È 
X h=5V15,40. ©, OTH 1-20, А = Ю,г=5, КАЗИ =, 
EROH x = 20, ПАКИ БОЯ K EF Е FFE] th 
АМ = Ji + 2) + (x +Y = 50. 


(2) 4Е SB 1 А.М, SBE ZAM РВ, LIS SLT С, ВС 为 绳子 
5 ERARA Е дону. 
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在 RA SAM 中 ,由 
Sas m= FAM . SB = 284». SM, 


故 BC = SB – SC = 24 - 20 = 4. 
RATS ЕЛЕНА F 2 aj E u E Er 4. 

注 (ПМТ Е RSEN ARIA 
圆心 角 8 与 上 .下 底面 半径 +、R, 母 线 长 1 的 重要 关系 式 : 


9 = МГ. к, 


(2) 关 于 柱 锥 ,人 台 的 计算 ,要 灵活 运用 代数 ,三 角 工 具 , 注 意 运 算 
的 合理 .简便 . 

#2 将 一 个 半径 为 串 的 半圆 面 , 卷 成 圆锥 的 侧面 , 求 : 

(1) ХРЕН НИЕ НЯ; 

(2) 将 所 得 到 的 圆锥 ,在 平面 上 绕 它 的 固定 的 顶点 自 二 滚动 一 
周 , 求 这 圆锥 的 高 所 形成 的 施 转 面 的 面积 ; 

(D 若 从 某 一 位 置 起 , 按 硕 时 针 方 向 绕 固 定 的 顶点 滚动 后 ,又 加 
到 原来 的 位 置 , 求 其 高 打 过 的 面积 . 
解 (1) 如 图 16-2, 设 着 成 圆 锥 的 底面 半径 
,A АОО, = а, H 2лғ= Е ЯВ = 2г, Mi sina 


= > ‚Ка = ЗО. 
(2) ЛИ 16-3, ТЕРЕТ ЕХЕ TN sa Ei 
身 滚动 一 周 ,其 母线 恰好 转 过 半 个 图 面 , 此 时 高 
转 过 的 是 半 个 大 圆锥 的 面 ， 

大 圆锥 的 母线 00, = R.cos30P =R KE 16-2 
维 的 底面 半径 


r 
КИ 
R 
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O, O. = 00 * 20530 = ДА. 
和 而 
$ Ssmi = y" . ак 53 = 33, 
ПЕ 5—30, РОТЕ ЕЕК ВИН 
3⁄3 2 16-3 
Я 16 кк“. 


(3) 若 从 某 一 位 置 开 始 , 按 顺 时 间 方 向 滚动 后 , 又 回 到 原来 的 位 
置 , 则 其 高 所 扫 过 的 面积 ,为 整个 大 图 锥 的 侧面 积 , 即 Semen = 
3:3. 


3 在 三 棱锥 S- ABC 中 ,3 | ЖЕ АВС, ,侧面 ЗАВ 和 侧面 
SBC RAHA, BSC = 45°, ЗВ =, 求 经 过 三 棱锥 四 顶点 4、 有、 
C.S 的 球 的 半径 . 

Ж 因 S$S4 | 平面 48C ,所 以 SA | ВС, 
ЅА | АС, ASAC Ж Rt 会 .如 图 16-4, 作 AD | 
SB 56 SB T D. 因 侧面 SAB 与 侧面 $8C 成 直 
二 面 角 , 故 АБ | 平面 SBC,AD BC 有 BC 
平面 SAD, A SBC 为 RA, Z SBC = ФР. | 

取 SC О, Е АО, ВО, B 31 图 16-4 

50 = DC = АО = ВО, 


# 0 HRAB, CS 四 点 的 球 的 球 心 , 该 球 的 半径 长 为 全 a. 


Ж 当 多 面体 的 各 个 项 点 均 在 球面 上 时 称 多 面体 内 接 于 球 , 或 
称 多 面体 为 球 的 内 接 多 面体 , 球 为 多 面体 的 外 接 球 . 这 种 定义 方式 可 
看 作 平 面 儿 和 何 中 多 边 形 及 其 外 接 圆 概念 在 空间 的 拓 广 . 对 于 其 他 多 
面体 ,旋转 体 间 组 合体 . 切 体 ,这 种 定义 方式 的 运用 相当 普遍 ,这 里 不 
FER. 

#14 АВ Я 2 т.п MARRE, AB = 4, АЕт,ВЕл, 
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直线 т, п МАЯ B o. ERZA n 上 取 异 于 点 B 的 另 一 点 C, 在 直线 
т 上 取 异 于 点 4 的 另 一 点 了, CD = 1, 试 求 四 面体 ABCD 外 接 球 0 的 
半径 ， 

分 析 首先 确定 球 心 0 的 位 置 ,如 
图 16-5. 显然 О 应 在 线段 АВ RP E H 
于 ,但 仅 沈 这 一 点 是 不 够 的 ,过 点 A 作 
直线 p/n, 依 题 设 m. p ЗТ о, ţi 
A CEHZ CE ВА, CE 交 p ТЕ. W 
АВ ЕЕ т, n HAER, МВ CEL 
平面 A 到 ,四边形 ARCE ЕЕ. РЕ 
的 三 个 顶点 А, В, C 在 球面 上 , 它 的 第 图 16-5 
四 个 顶点 也 在 该 球 球面 上 ,这 样 一 来 ,点 
О 应 在 过 全 ADE 的 外 心 5 而 垂直 平面 ADE 的 直线 上 .至 此 ,可 知 点 
О 是 过 全 ADE 外 心 5 而 垂直 平面 ADE 的 直线 与 AB 中 垂 面 的 交点 ， 


05 = 
在 Rt 会 405 中 ,04 УЖО 的 半径 , 5А 为 全 ADE 的 外 接 圆 半径 ， 


№ |a. 


有 
_ DE ВЕ 
26in DAE ` Zsing’ 
DE =v CP - СЕ? - / P Ф, 
“2 р 
所 以 sa-i 
sing 


设 球 的 半径 为 >, W 
= OA? = S0? + SA = È С. Р - Фо 
4 45іп2 Ф dsing 
于 是 r=2ceseev P – d'eos'g . АТЖ. 
#5 连 所 三 角形 任 一 项 点 各 它 的 对 边 上 (或 延长 线 上 ) 生 一 点 
的 线段 叫做 三 角形 的 截 线 ,证 明 , 对 于 空间 中 任 一 锐角 三 角形 ,一定 
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可 以 我 到 这 样 一 点 ,使 得 任 一 截 线 对 于 这 点 所 张 的 角 都 是 直人 角 . 
分 析 如 图 10-6, 先 从 特殊 位 置 考虑 4 

起 ,在 空间 中 ,点 PIRA AB, AC 张 直角 ， | 

则 Ра | FA BCD. 若 点 P ЖЖ, Ша 

还 有 РВ | 平面 АРС, РС | 平面 АВР. EEE 

请 为 顶点 的 三 个 面 角 4PB ,BPC ,CPA 均 为 LLNS 

EM. MZ, АРВ = // ВРС = Z CPA = 


TERA РАШИ. Е 16-6 


问题 在 于 点 PER- ETE? É 
Ait FASIL АВ. ВС. СА 三 边 为 直径 
的 球面 是 否 总 存在 一 公共 点 . W On 
0;.03 АЯ АВ. ВС. СА 的 中 点 (如 
图 16-7). 注意 到 球 0 与 球 0, 的 连 心 A 
线 O, O, 满足 

OO0.< OB+0B, 图 16-7 
所 以 球 O, , PR O, 的 球面 交 于 过 В ЕЛУ, Е ВО] АС, AC + D. 
X 010. FM, ЯГА, С, а D ER 0, 的 直径 AC 
上 上 , 亦 在 球 O, 与 球 O, 的 球面 上 , 即 在 球 О, O, РАЗВЕ, НВ 
为 锐角 В ВЕД АС 为 直径 的 球 O, 的 外 部 .于 是 球 O, , O, 球面 所 
交 球 的 小 圆 穿 过 球 O, 时 交点 存在 ,此 交点 邯 为 所 求 ， 

在 有 关 球 的 竞赛 试题 中 , 切 球 问题 占有 突出 地 位 . 

例 6 若 四 面体 ABCD 的 棱 АВ. BC. CD. РА 与 一 球 相 切 ,证明 ， 
诸 切 点 藩 在 同一 平面 上 . 

分 析 ”如 图 16-8. 设 已 知 球 O 17915 АВ. ВС. С). DA 相 切 于 
M.N.Q.P.FE MN PFE х, х 必 不 过 A.B. C. D ФЕ 
何 一 点 .事实 上 ,车 点 4 在 平面 x 上 , 因 М Рат EMA BEYE 
Шх Е, МЕР Щл Е, ВС 也 在 平面 x 上 . 因 Ол Е, АК 
Ар 也 在 平面 x 上 .从 而 点 A B,C. DEA, SERATA. АМ 
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TEAB Е, В АВ 在 平面 x 的 异 侧 , 间 样 B A 


与 C,4 与 D 分 别 在 平面 «的 异 侧 , CD 必 AN 
与 平面 x BRAN 0. а 
以 下 应 证 明 的 是 0 与 0 重合 .注意 到 A! у 


从 球 外 一 点 向 球 引 切 线 ,切线 长 相等 ,有 /2 | 
АМ = АР, ВМ = ВМ, CN = СО, DP = 00. 8 p 
设 4 、B'、C' .DP 分 别 是 4,8、C,D EFK 

x 上 的 射影 ,由 会 AMA4' 2 ВМВ' ,得 


АМ АА’ 
ВМ = ВВ’. Ç 


“asa 


图 16-8 


j 
CoO Сс 
ро’ ~ DD? 
DP _ DD 
AP T АА’' 
НЕС, ©. © ФН 1118 
С0’- DP = CN DO' , 
Вр ( CD - РО) DQ = ( CD - DQ) ро’, 
推 得 DO = DO' ,从 而 有 0 与 0' 重 合 . 

例 7 圆柱 直径 为 4R, 高 为 22R. 间 圆柱 内 最 多 能 装 半 径 为 R 
的 球 儿 少 个 ? 

解 ” 如 图 16-9. 最 底层 恰好 能 放 二 球 , 设 为 球 O, ЧЕК O,. EN 
彼此 相 切 ,同时 与 圆柱 相 切 ,在 球 O, УЕ 0, БЕЖ ЕЕК O, 与 球 
04, 使 0,0, 5 0,0, 牌 直 , 且 这 四 个 球 中 任 二 个 相 切 . 同样 在 球 Os 
和 球 O, 上 面 放 球 O. 和 球 06,…, 直 到 不 能 再 放 为 止 . 

显然 最 底层 二 个 球 的 球 心 与 圆柱 底面 相 申 К. 再 计算 过 03，04 
与 过 01, O: 两 平行 圆柱 底面 的 截面 间 螺 离 . 

设 球 O, ЖОК O, МИРАЖ, Я 010 = 2R, O003=2R,014 = 
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о Өө 


О.А = К,А ОА =/3R. НЕЁ O, 与 圆柱 相 


Я, AB = R, OB =y 0,4? - АВ? = В. 
设 在 球 O, ЕК O, ВЕ k P: M ЕЕ 
(22-412) Ве R+/2R:k REPR, 
解 得 天 = 14, 所 以 最 多 能 装 30 个 球 . 
#8 证 明 , 对 于 任意 四 面体 ,不 等 式 


ab a. 
г “арх. 其 中 a,b 是 四 面体 两 条 


相对 的 棱 的 长 ,r 是 内 切 球 的 半径 . 

IERA ДЕЊ ABCD № AD Ка, 
BC 长 为 5. 如 图 16-10, 过 四 面体 的 内 切 球 
的 球 心 作 平 行 于 AD 和 BC 的 平面 , 它 与 四 
面体 相交 成 平行 四 边 形 KIMNI KD = m. 5 


ЇМ = п. A Ки AD, IM/ BC, 所 以 = 


ВЕ n _ DL 
BD’ b = вр’ Y >ë Я 16-10 


由 此 得 т, п Ф ЛЖ. 
但 内 切 球 的 一 个 大 图 整个 地 落 在 平行 四 边 形 KMN 的 内 部 ,所 
以 其 半径 不 可 能 大 于 四 边 形 的 任 一 边 的 一 半 , 故 
ab 
"S atb) 
АНЯ РАНЕ го, WA m = 
n =r ,这 时 平行 四 边 形 KIMN 为 正方 形 . 因为 球 的 切面 奔走 于 过 


切 点 的 半径 ,于 是 平面 ABD 与 平面 ACD 将 垂直 于 同一 直线 ,这 不 可 


能 . 
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Я 9 1. ЛИ ABCD - AB C. D, P) S І, IE 7 IEK А 
ABCD 的 内 切 圆 上 的 点 与 过 项 点 4.C мВ, 的 圆 上 的 点 之 间 的 最 小 
距离 . 

Ж Е 16- п, ВЕНА АС, 的 中 心 


ОМО ЗВ ОИН 0 到 


0, C, 


各 顶点 的 距离 为 号 . 以 о Aki 2,93 
为 半 和 络 作 两 个 球 , 则 ABCD 的 内 切 辆 在 小 球 
上 上 ,过 А.С, В, 的 贺 在 大 球 上 , 故 两 贺 上 点 | 
的 虐 离 的 最 小 值 :> (13-72). 上述 等 号 能 
够 取得 . 现 以 0 为 中 心 , 作 变 换 ,将 ABCD 
的 内 切 坟 投影 到 大 球 上 ,显然 投影 所 得 到 的 加 与 过 顶点 A. С.В, 三 
点 的 圆 相 交 . 不 妨 设 EE 是 交点 之 一 .与 玉 相 对 应 的 4BCD 的 内 切 贺 


КАЖЕ, ЖА О.Е E СЕ, ЕЕ’ = Е -(5), а В - 
42) 为 所 求 最 小 距离 . 


# 16-11 


一 .填空 题 
|. 己 知 球 的 表面 积 2500x, 有 闸 个 平行 截面 的 面积 为 物 x ,400x， 
则 平行 截面 间 前 距离 是 _  ， 


2. 过 球 心 0 作 一 个 与 该 球 球面 的 内 接 圆 锥 的 底面 平行 的 截面 ， 
如 果 裁 面 怡 平分 圆锥 的 侧面 积 , 则 圆锥 的 母线 与 办 线 所 成 角 为 


3. 位 于 北纬 60 .东经 1 的 海面 上 4 ЕА gE I] Р А] 26 
ERA BTR B 岛 ,该 船 航行 的 最 短 距离 是 _ . 
4. 一 个 半径 为 2em 的 球 肉 切 于 一 个 贺 台 ,球面 与 圆 台 伍 面 切 于 
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— Bl. 如 果 过 这 个 圆 的 平面 将 球面 分 为 
1:4, WES PMAR . 

5， 如 图 ,已 知 圆 台 00, 中 ,母线 АА = 
4.Z A rO В, = Ф, Sy = 24r, A E BS NBI EE 
НЕ: 3) п, м Ш 656 АВ, 和 ОА, 所 
ЈАВЕ ИНВ У 

二 .解答 题 (855 8) 

6、 有 两 个 公共 点 但 不 共 面 的 二 圆 在 后 一 球面 上 , 试 证 明之 ， 

7. 在 底 半 径 为 , 轴 截 面 为 等 边 三 角形 的 圆锥 内 有 一 个 内 切 球 ， 
球 与 锥 侧面 交 线 为 一 贺 , АВ 为 此 圆 的 直径 , 求 4 到 召 沿 锥 面 的 距离 
及 沿 球面 的 距离 . 

8. 半径 为 1 的 球 0, 在 球面 上 有 РОЯ, РОЖЕ 
ЖЕ 2 PIARA. КАННА ЕЕ НЕ. 

9. 证 明 : 若 某 个 几何 体 被 平面 所 截 得 的 截面 都 是 圆 ,那么 这 个 
几何 体 是 球 . 

10. 点 疡 在 直径 为 1 的 感 面 上 ,过 РЕММЕННЕЖИ, № 
其 中 一 条 下 的 长 度 是 另 一 条 的 2 倍 , 求 这 三 条 纺 长 和 的 最 大 值 . 

П. 已 知 一 给 定 平面 M 与 球 O 
相交 于 QO" ,在 平面 M МАЕ 
HAREA A, B, 04 | УШМ. + 
直线 АВ 选取 任意 平面 交 中 0' 于 点 
Х, У. 证明: 线段 ВХ 与 BY 长 度 之 积 
与 所 选 职 的 平面 无 关 . 

12. 如 图 , H Я 25 ABC ПЕ 
D.D, 5, 下 分 别 是 ВС, СА, АВ WP 
中 点 ,一 个 以 吾 为 中 心 的 圆 变 БЕ F (第 卫 题 ) 
P,Q, © ЕЕТ Е, 5,4 FD FT, VR 
WE: СР = СО = АВ = AS = BT = ВУ. 
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第 十 七 讲 ”体积 的 计算 


1. 体积 的 概念 与 公理 
(1) 定义 ;几何 体 占 有 空间 部 分 的 大 小 叫 司 它 的 体积 . 
(2) 楼 长 等 于 单位 长 度 的 正方 体 的 体积 叫做 体积 单位 . 
(3) 公理 5 长 方 体 的 体积 等 于 它 的 长 . 宽 、 高 的 积 . 
kyi = абс. 
推论 1 长 方 体 的 体积 等 于 它 的 底面 积 SAA К. 
куњ = Sh. 
推论 2 正方 体 的 体积 等 于 它 的 棱 长 a 的 立方 . 
УЕ = aš. 
(4) 公理 SHERE) ЗАЗЕЛЕ HIBA DS ТЛИ, 
被 平行 于 这 两 个 平面 的 任意 平面 所 截 ,如 末 截 得 的 两 个 截面 的 面积 
总 相等 ,那么 这 两 个 几何 体 的 体积 相等 . 
2. 体积 公式 
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Vya = А03 - h) = Ç mh (3r + №) 


3. 体积 的 计算 常用 到 割 补 的 方法 , 异 面 直线 闻 距 高 .平行 的 直线 和 
平面 ,平面 与 平面 记 的 距离 可 归结 到 点 到 平面 的 距离 .利用 等 体积 变换 ， 
则 是 计算 点 到 平面 的 距离 的 一 条 重要 途径 , 常 使 计算 变 得 十 分 简便 ， 


例 题 A 讲 


Я ЖЕ r-i EZE} ABC - А.В, С, 中 , ZAC = ƏР, 
Z CAB = @Р,АС = а, MA C-AB -A #4, ЖАНА. 

Ж y} СТЕСЕ 1 АВ, СЕ ЗАВ ТЕ. МН 
ША, В | 平面 48BC, 上 CEL FH AB, it EI 
ED [А В, ЕО ZA B FD, j£ CD ,根据 三 恒 线 +: 
定理 知 СОТА, B, СРЕ HMH С-АВ- 
А 的 平面 角 , CDE = 4>. 

在 RI 人 ABC T, Z CAB = ӨР, AC = a, Ё 


cE =Š ,, CD = -CE =。 P] СВ L АС, СВ 


LAA ай CB | Fm АС. 图 17-1 
К АА, = х, Ш АС = V a+ х2. Е 
RS A; BGC 中， 
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即 得 vt vda=y Frad Sa, 
解 之 得 x =v2a ,于 是 ,有 


让 棱柱 = 9 лаве" ДАр = > За "2a Se, 
即 为 所 求 ， 

例 2 如 图 17-2(1) ,在 边 长 为 a 的 正方 形 中 ,前 下 一 个 月 形 和 
一 个 圆 , 以 此 扇形 和 圆 分 别 作为 出 锥 的 侧面 和 底面 转 成 圆锥 (图 17- 
2(2)) 求 此 圆锥 的 体积 ， 

Ж RAFA i, 圆 的 半 a 


9 r MCD = Z =2wr, 故 即 得 | 


=4r, X AB =/2а,Н x > x 


AB= I+ r +y2r 


=I +(1+/2)r, W" 
也 以 В: 
h= / = 15г, 117-2 
所 以 Vag = Lana = Бир 1027303081503, 


即 为 所 求 ， 
例 3 СЯЛЕ P- АВС 中 , РА = p, BC =g, 异 面 直线 РА 


与 BC 所 成 的 角 为 6(6E (0,7) ,它们 之 间 的 距离 为 h Е: 
Да авс = Изд. 


证 明 如 图 17-3, 作 CD ВА, AD. PD, ИЖЕ Р – 
АВС 性 成 一 个 四 棱锥 已 - ABCD , Z РАР = 0 Ñn- 6. 


内 Vp _ АВС 一 Vp Абв» Ve- дер = Vp- Pap» 
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Ve- pn = 3 Sapan" = рей. 
В Vp две = — pghsing. 

Е 1, 上 述 解 答 中 ,“ 补 形 " 使 得 有 关 元 素 
集中 ,又 通过 等 体积 变换 而 使 问题 易于 解决 . 筹 £ 
体积 变换 的 主要 方式 是 : 底 不 变 , 顶 点 在 平行 于 
底面 的 直线 或 平行 平面 上 移动 ;顶点 不 变 , 压 在 17-3 
原 所 在 平面 上 移动 (或 作 等 积 变换 )， 

2. Ур Авс = Үс арр, 虽 作 为 四 面体 没有 变 ,但 改变 了 考察 角度 ， 
即 以 会 A4CD AR, Р ADUR TIRER A APAD H, CADA 
的 三 楼 难 . 而 这 种 变化 有 时 给 问题 解决 带 来 很 大 便利 . 特制 是 要 求 点 
到 平面 距离 或 棱锥 的 高 祖 等 .下 面倒 4 即 利 用 等 体积 变换 的 办 法 求 
点 到 面 的 距离 . 

3. 6 = Bf, Ve- asc = + Mh. 

74 ERES 4em HEA В АС, №, 
P Q 分 别 是 楼 CD MDD 的 中 点 , 求 点 P 到 ，。 
平面 410C 的 距离 е7] 

2 ”如 图 17-4 Я РУНА, QC) 的 
距离 为 六 .因为 


Sac po = SaD c C _ Sanco 


一 Sac cP - SA QP 


= CC- 二 DC DQ 
1 
-32 
=16-4-4-2=56(cn), 
МН A D, 1 平面 РОС, 
E 


, 1 
Va -Po = 3 Sac А Di = ç хбх4= 8(ст?). 


C.C: PC -È QD: pP 
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在 会 四 ОС 中 , 因 A, С =4/2 ст, 4,0 = C O = 2./5cm, B J 
/ АС 
A С; ` А0? 一 (一 


балк, = > 
= 7 48. 245) - (2V2) 
= 446 (си?}. 
因 лик, бадо h = Ah, 


Vp_a 06, = Vi-poc s 


所 以 ,有 4 


即 为 所 求 . 

例 5 BARRA l KEJ ik 
ABCD - A.B C ID I. M, N 分 别 是 
ВВ, B Ci 的 中 点 ,P 是 线段 MN 的 
中 点 , 求 DP БАС 的 距离 . 

€ 在 正方 体 ABCD - м 17-5 
A iB G D, 右 侧 补 一 个 同 桩 大 小 的 
正方 体 РСЕЕ - D C E F |. И 17-5, РН AG. БЕ, Я АС 
平面 ПРЕ, АС, 与 平面 DPE 距离 即 DP 5 АС, 间距 离 , 也 就 是 点 
С, 到 平面 ПРЕ, Е. 

BS C 到 平面 DPE, ERA h, fŒ PH В,С, H AEE, W 


PH=+ BM = EK НР 5 BC FG, I РС= 3,6-2,8 


PD = РС + DG: = / РО + СС + СІР = у. 
РЕ, =/ PIP + E, H° = 2, 


Х РЕ, =Y3, 故 不 难 求 得 
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h = 8,18 h =У6(ещ), 


6 1 
San, 2766, SAPO Е Tg? (D 


注意 到 
Fp- pe £ = Ve -DE P» 

Ep Lhe Заре 2-С Saree,» 2) 

将 @ 代 入 @ 目 利用 DC = 148 h = 86, MAR. 


例 1 长 为 /2, 宽 为 1 的 矩形 ,以 它 的 一 条 对 和 负 线 所 在 的 直线 为 
轴 旋 转 一 周 , 求 得 到 的 旋转 体 的 体积 ， 

解 ” 如 图 17-6, 户 点 是 点 D 关于 AC 
的 对 称 点 ,CD' 交 AB 于 H, 作 BELAC + 
Е, НЕГАС T F. 


АС =V АВ + ВС? = 43, 


АВ х ВС 42 
ВЕ = ас = /3’ 
BCxAF +3 
НЕ = 一 一 ， 
АВ 2/2 
EA АВС, АРС, A AHC Е АСЯ В 17-6 
所 成 旋转 体 的 体积 分 别 为 V; 7 Fz, у., MWA 
V, = V; = тк" АС. ВЕ? = 253, 
1 J3 
F; = y m АС - HF = BT 
于 是 
, 3 3 ТЕ 
у= + V, — уз =2х 2027-8 3528, 
即 为 所 求 . 


例 7 设 正三 棱锥 - АВС ВЕ РО,М ЭРО 的 中 点 ,过 AM 
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HESR BC 平行 的 平面 ,将 三 棱 稚 截 为 上 .下 两 部 分 , 试 求 此 两 部 分 
体积 之 比 . 

解 ”如 图 17-7, ШРАМ 平行 于 
BC 的 平面 与 PB, PC ЖЕ, Е, W 
EFW ВС. D Я ВС 的 中 点 ,连结 PD 


XEF FTC Mge = pp МА 到 平面 


PBC 的 距离 即 为 4 到 平面 PEF 的 距 
离 ,所 以 

Ур AEF _ Š A PEF 

Ур ле SAppe 


= (ŠEV = = (СУ. D 


图 17-7 
TA PDA 中 ,过 О 5: PD 的 平行 线 交 46 РМ, 
PG ON AO 2 


ВВЕДЕН ЕЕК Ное. 
例 8 ЕАК 2,3,3,4,5,5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 
体积 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 
分 析 “首先 根据 三 角形 两 过 之 差 小 于 第 三 边 这 一 性 质 , 依 题 设 
条 件 ,一 边 是 2 的 三 角形 ,其 余 两 边 只 可 能 是 
С3,3; (2)5,5; 
34,5; (43,4. 
从 而 , 题 设 四 面体 中 ,以 2 АНАН — 6 JÉ BJ R s РИ H 
可 能 有 下 列 三 种 情形 : 
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ФЕ): 20509; (2) 534). 
ВАЕ Fit ВЕ: 
(1) ЛИ 17-8, АС = BC =3, AD = BD 


=5. №№ АС | CD, ВС | CD EBI CD ұта É 

5 
由 对 称 性 ,这 样 的 四 面体 只 有 一 个 ,其 体 

积 为 3 


; | 
V, = ane СВ 图 17-8 


= x х2 3 – Fi xab, 


(ii ) 这 样 的 四 面体 有 两 个 . 如 图 17-9, 显 见 它们 的 体积 相等 , 记 
H V.. 22 + 42 < 52 М ВАР & Z ABD 8193, BD 与 平面 4BC #1 


17-9 
X- D 在 底面 4BC ВН ha ДВ, < BD = 4, АТП 
У. = 4 ` Sa Аде " ha < 5 " Š AARC = ү. 
( ji) ЖЕН АН Я. МИ 17-10, 它 们 的 体积 也 相等 ， 


iN Fa. 
E 22 + 5? > 52 АК Z АВС NES fi , Ш АВ 与 平面 BCD Ф155. № B 
TRE ACP 的 高 为 hy, 则 Аз < АВ =2, 从 而 


1 5 
Vs = 3“ "Saa < > * Saacn 
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2.1, 2 (52 5Y1l 
=3 y 5: 3 (5) = 6 
$ Ë А 
2 
C $ А С 5 4 
Е 17-10 


综 上 所 述 , 所 求 最 大 体积 为 22 


#9 iZ Eh 2 ИЖ P, 有 九 个 顶点 Ау, Аз, Ag, Р; EH P) 通 
过 平移 АА, 得 到 的 多 面体 (i = 2,3,…,9). 试 证 : Pi, Post, Po 中 
至 少 有 了 商 个 多 面体 存在 有 一 个 公共 内 点 . 

证 明 以 4 为 位 似 中 心 ,将 Р, 作 和 位 似 变换 ,相似 比 为 2:1, 得 
到 多 面体 P' .显然 P c P'. 

下 面 证 明 P.C P' (i=2,3,'…,9)，, 

设 Z 是 P; 上 任 一 点 .7 为 平移 前 


对 应 的 点 ,Z ХА, YA, 的 交点 . / 
ПА, УЛЕР Я, £ HH +T РЖ 

ÉJ, AY EEP Я, М ZC P,. HT A, JE 

位 似 中 心 , A Z= 20, XE P. НИ, ' 

P.C P. 图 17-11 
设 Р, 的 体积 为 站 人 = 1,2, ---9), Р 

的 体积 六 , 则 


УИ + + Vos = 9V 
V =8V ЖЕЛ, P, Pa, Po 中 至 少 有 
两 个 多 面体 彼此 相交 ,从 南 最 少 有 一 个 公共 内 点 . 
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练 > t t 


一 \ 选 择 题 

1. 已 知 正方 体 , 等 边 圆柱 , 球 的 表面 积 都 是 $, 体 积 依次 是 Fl， 
Fa, Vs, W| ( ). 

(АИ < V, < V; (ВИ. < V. < V, 

(СУ < V, < F, (D)V, < Vi < Va 

2. 正方 体内 接 于 表面 积 为 2x 的 球 , 则 正方 体 的 内 切 球 的 体积 
是 ( ). 

(A (в) 

(Cr (р 

3. PWM- ЖК x, НЕКАЯ 1, 体 积 是 Fx), M 
KA FERE LRE ( ). 

(АЯ H 28 X IB 

(В) ЕЖА А RAE 

ССВ А ЖАН 

(О) Е РАА RAH 

4. ЕЯ Е Г 2, ВАЕ H ЗАА Я ЗОР, ИТ Pq ЕН 
的 水 的 体积 是 原来 容积 的 ( ). 


ws (B O% k 
5. 圆 台 上 ,、 下 底面 圆 半径 分 别 为 rz , 7r2, 作 平行 于 图 台 奈 面 的 截 
面 ,截面 分 圈 台 为 体积 相等 的 两 部 分 , 则 截面 贺 半 径 为 ( O. 


Аут t ny, ву 282 


сс 二 二 全 ЕЕ 
2 2 
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二 ,填空 题 

б. 在 三 棱锥 S- АВС Ф, В SA.SB.SC APEH, ЅА = 58 = 
4,5С=6, ЕЕК — 1-5 Е B9 d НН , І, 
БЕРЕР КР ° 

7. 正四 楼 柱 ABCD - A B, G, D, P RAAKA 1 ,高 为 Y2 , 异 面 
直线 АВ, 与 ВС, ЈЕ Е. 

8. 一 个 六 面体 的 各 个 面 和 一 个 正信 面体 的 各 个 面 都 是 边 长 为 
a 的 正三 负 形 , 则 两 个 多 面体 的 内 切 球 的 半径 之 比 是 。 

9. 正四 楼 台 的 上 .、 下 谋面 的 边 长 分 别 为 正 整数 a ЖЕ (а < b), 
其 高 为 3, 出 面积 等 于 上 、 下 二 底面 面积 之 和 , 则 这 个 正四 楼 台 的 体 
Я. 

10. 在 四 面体 ABCD ARRE — ДО, НА АО. ВО. CO, DO 
与 四 面体 的 面 BCD、ACD 、ABD ABC РАВ. С.В, 四 点 , 且 
40 BO CO DO _ рар O O 


= — — = —— = 


АО BO CIO D0 


三 ,解答 题 

11, 已 知 四 面体 四 个 面 都 是 边 长 为 10,17,v 261 的 三 角形 , 求 以 
它 六 条 楼 中 点 为 项 点 的 八 面 体 的 体积 . 

12. 长 方 И Р ЯР 的 最 短 距离 
分 别 为 245, 一 = 一 75, Z Ж P 的 体积 . 

13. 四 面体 ABCD 的 体积 等 于 5, 过 AD, BC РАМ AN fE— 
截面 , 交 CD РР, АВ T 0,# CP: PD =3:2, д А 到 截面 距离 为 1， 
求 截面 的 面积 . 

14, 如 果 两 个 四 面体 的 四 个 面 的 面积 对 应 相等 ， 它们 的 体积 是 
否 一 定 相 等 ? 

15， 设 圆锥 的 高 为 吾 , 轴 截面 三 第 形 中 以 圆锥 顶点 为 顶点 的 角 
为 2a ,以 贺 锥 高 为 直径 作 一 球 与 圆锥 底面 相 切 ,与 圆锥 侧面 相 截 , 运 
求 款 在 圆锥 外 部 部 分 的 体积 . 
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16. 一 个 正四 棱锥 S- 4BCD ,延长 其 底面 一 边 (CD, 截取 线段 
DE =2CD ,经 过 В.Е ME SC 的 中 点 下 和 作 一 个 平面 , 求 此 平面 截 四 
棱锥 所 成 两 部 分 的 体积 之 比 . 
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第 十 八 讲 ” 正 四 面体 


X| Ia a БЖК 要 


棱 长 都 相等 的 西 面体 称 为 正 梧 面体. 
正 臣 面体 内 切 球 和 外 接 妹 的 妹 心 ,也 是 三 面体 高 的 交点 , 称 其 为 
ТЕРЕНС. 


例 题 精 讲 = 


91 BE; JEE E 1 ВЕРУ 
状 的 盒子 里 放 入 三 个 彼此 至 多 有 一 公 
共 点 的 校长 为 1 的 正四 面体 ? 

解 ” 可 以 , 设 M.N 是 正方 体 
ABCD- A B, C DI ИЖ ВВ, 和 DD, 的 
中 点 .如 图 18-1. 由 于 直线 АА, 和 MN 


之 间 的 距离 等 于 之 .这 刚好 与 楼 长 为 1 


的 三面 体 的 相对 棱 之 间 的 距离 相等 . 于 
是 可 在 MN 上 上 找到 两 个 二 去 和 工 ,它们 
关于 ММ 的 中 点 0 对 称 , 并 使 得 АА, KL 
为 正四 面体 .分 别 用 楼 B C, 和 DC 取代 
441, 并 作 相 应 的 讨论 ,又 可 得 到 两 个 正 
ПЕНА ВЕН 1, 这 二 个 四 面体 仅 有 
惟一 公共 点 O. 

#2 设 正 四 面体 楼 长 为 1, 求 互 为 
只 和 商 的 表 击 三 龟 形 的 中 线 所 在 直线 间 的 
Es. Е 18-2 
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-r -= —- 


# (10 ШИА, Е Fogl aC, 中 点 , 取 AF 中 点 型 ,连接 
ВМ, BE .CF 之 间 的 距离 , 即 А 到 面 BEM HIES d (如 图 18-2). 
ВЕ? + ЕМ? - ВМ? 


сов BEM = ВЕ. ЕМ 
21 (Ay a (h 2-е ва 
В.Л 
2 4 
1 
=L, 
вм =y 1- (= 6 r5, 


= :-— а —- a — l -m m 


Аве 2 2 4 6 GE 
所 以 Vy apy = L d Sanm = 6384. 
nAi 
(到 去 二 am 2 56 
moa -G m а 70, 
(1) 3 DER DE РАМ, АЕ, CF КЕ, В D 到 面 CMF 


的 距离 ,如 图 18-3. 
(Зу В 8] 


t |= 


Va вкм = VBR- дки = 


2 
ету 20 t taR, 
соз NFEE 3 
2 4 
sin СЕМ s1- (2 =, 
і {3 {3 {5 {5 
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Vo- cur -3 а 16 = 484. 
另 一 方面 ， 
Vy_ cur = Ик-смр 
= +: G 1 + 330?) ‚56 
_ 2 
= се: 


Е Па CMD 的 距离 等 于 4 到 面 CMD 的 距 


离 之 半 ， >. J24 уб 所 以 如 = Sa, 解 18-3 
v 10 
=. 


因此 ,所 求 距离 为 “加 或 10. 
例 3 P.O 是 正四 面体 4- BCD A B 
任意 两 点 ,求证 : 


ов PAQ >. 
Ш М А.Р, О 三 点 共 线 时 , 结 I 
论 显然 成 立 . 4 4P. Q 三 点 不 共 线 时 ， 18-4 


如 图 18-4 所 示 ,它们 确定 一 个 平面 а, а 必 与 全 BCD 的 某 两 边 
相交 ,不 妨 设 a 与 BC、CD ZTT., S. К, Т.5 不 在 从 BCD 的 同 
一 条 边 上 ,47、45 中 至 少 有 一 条 不 是 四 面体 的 楼 . 不妨 说 其 为 AT. 
连 BS ,由 对 称 性 知 AS = 

ТЕ А BTS Ф, BTS > Z BCS = ӨР, Z 5ВС = РВС = ӨФ, АХ TS 
< BS = AS, ЕН TS < АТ. МИ, TAS < ZAST, Z TAS < Z ATS. РЖ 


Z TAS < 60, АЕ сов PAQ >>. 
#4 已 郑 四 面体 的 内 切 球 切 珂 面 于 其 重心 处 , 试 证 这 个 珂 面 
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体 是 正中 面体 . 

证 明 К.К. 分 别 是 全 VAB 和 
全 VBC 的 重心 {如 图 18-5), W Kj, К; 
也 是 内 切 球 于 平 曾 VAB RFH VBC 的 
DA. И AB ЮА A M, BC 的 中 点 
Я М2, ЛЕ УМ, УМ, ВК, 1 ВК,. Ki, K; 
分 别 在 FMis FMa E, H Ek Sh — = К 
引 切 线 的 切线 长 都 相等 ,可 得 VK, = 18-5 
VK;, ВК = BK. W Ш АВК, wn 
A УВК, Z BVK, = Z BVK. Н 


3 3 
VM = > VK = > И) = ИМЗ, 


所 以 全 BVM 二 分 BVM;, BM, = ВМ.. АТВ АВ = ВС, В АС = AB. 
Вр АВС 为 等 边 三 角形 . 同 理 可 证 各 面 都 是 等 边 三 角形 ,因此 - 
ABC 是 正四 面体 . 

#15 证 明 : 正 四 面体 的 中 心 到 各 顶点 的 距离 之 和 小 于 其 他 任 
意 一 点 到 各 顶点 距离 之 利 . 

分 析 本题 由 平面 几何 中 的 如 下 
命题 推广 而 来 :正三 角形 的 中 心 到 各 
顶点 的 距离 之 和 小 于 三 角形 所 在 平面 
内 其 余 任 意 一 点 到 各 顶点 的 距离 之 
和 .其 证 明 如 下 ;如 图 18-6, 分 别 经 过 
А, В, С 各 点 作对 边 的 平行 直线 ,得 一 
TIE ASAR C. 0 МЕ ДАВС 
的 中 点 , 若 P AAB C 内 部 或 边界 
EAF О 的 任意 一 点 , 则 不 难 由 面积 H 18-6 
法 得 到 P Ж ABC 2535 АЈАЗ 1 
之 和 和 


РР, + РР. + РР. = ОА + ОВ + OC. 


BA РА, PB, PC 23 АД, В,С 的 作对 应 边 , 故 
РА + РВ + PC > PP + РР, + PPh, 

有 РА + РВ + РС > ОА + ОВ + ОС. 

# О АЛА ВС 外 部 任意 一 点 , 则 十 分 明显 ， 

ОА + QB + QC > ОА + ОВ + ОС. 

ПНА ЕЕ E AEK R. 
如 图 18-7, EMME ABCD 的 各 项 
点 分 别 作 相对 宣 的 平行 平面 ,构成 一 个 
外 接 正四 面体 A B C DI, Ë: O 为 正四 В, 
面体 ABCD 的 中 心 . Æ P МЕНЕ 
А.В. С.Р, 内 部 或 边界 上 异 于 О 的 任意 
一 点 , 记 P 点 到 正四 面体 4B81C1D, 27 
面 距 离 为 PP.(i = 1,2,3,4), 则 


1 
lap c b, = <， в.с," РРу + 


# 18-7 


1 
Sag ep PP; + Бы РР, + — L Sanas PPa 


1 
3 
задае, ОР + — l Sanon 04+ а басра," ОВ 
十 一 


3 Sapan оС, 


即 PP, + РР, + РР. + РР, = ОА + ОВ + 0С + ОБ. 
НА РА, РВ, РС, PD 不 全 垂直 于 正四 面体 4 已 CI D, 的 各 对 应 面 ， 
W 
PA + PB + PC + PD > PP, + PP, + РР. + Ph, 

E|! PA + PB + РС + PD > ОА + ОВ + OC + OD. 

若 O ЕЖА, B CD 外 部 任意 一 点 , 则 显然 有 

QA + ОВ + QC + QD > ОА + ОВ + ОС + Ор. 
例 6 UKA I ЕДИНАЯ НЕЕ. S 是 所 作 六 个 


球 的 交集 ,证 明 5 中 没有 一 对 点 的 距离 大 于 天， 
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分 析 ”对 于 楼 长 为 1 的 正四 面体 ,在 以 
各 楼 为 直径 作 球 确定 出 六 个 球 的 交集 的 图 
形 后 表 论 证 问题 愤然 相当 麻 煤 .以 退 为 进 ， 
运用 类 比 的 方法 , 先 考 察 “ 边 长 为 1 的 正三 
角形 ,以 各 边 为 直径 作 贺 ,5' 是 所 作 三 个 图 
的 交集 ”、 

如 图 18-8, 929 S' 包 含 于 以 正三 角形 


ra , 图 18-8 
ECA Bù, ОС МИ. А 5' 内 


任意 两 点 的 距离 不 大 于 .再 回 到 空间 . 


ЕЖ ABCD F, М. № 55 912 
BC.AD 的 中 点 . G 为 正 全 BCD 的 中 心 ， 
MN[)AG = О.В О 是 正四 面体 ABCD 


的 中 心 . 易 知 0G = 446 = zr TTI 
得 以 O 为 球 心 , 06 为 半径 的 球 内 任意 


两 点 距离 不 大 于 六 , 改 只 需 证 明 式 о № 
包 舍 3. 事 实 上 ,根据 四 面体 的 对 称 性 ,不 
妨 考察 四 面体 ОМСС. UR Р 为 四 面体 ”图 8-9 
OMCG 内 任意 -一 点 ,日 P PER О 内 ,可 以 证 明 P 亦 不 在 5 内 (如 图 
18-9). 
Е ОЗ OC РТ, ATON ном от= 1. 
2/6 
cos ТОМ = сот - Z ТОМ) = – ои. 
根据 余弦 定理 
OM 


Y _ 2 я 1 Í| 21 
ТМ = ОМ + ОГ + 20N + ОТ OC 
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/3 


B 
=% 


2 ] 2 1 
-+ g, —, 

) Сл) + АЕ 

所 以 у= E ВЫ AGD 中 ,N ВАР 中 点 ,所 以 GN= 广 ,由 GN = 


1 
2 3 


42.246 _ 1 
4 374’ 


TN = 


HiH. 
РЕ, Е АСОС 内 ,不 属于 球 0 的 任何 点 P, 均 用 PON > 


Z ТОМ, ВР PN > TN = y , P НЕМ AIRO, AD 为 直径 的 球 外 , 忆 


点 不 属于 区 域 $. 
同样 在 四 面体 0MCG WW AS FPR O ЯР, АН Z PON > 


人 TON, 故 有 PN > у, Р ШЛЕ 为 球 心 ,4D 为 直径 的 球 外 ,P 点 
不 属于 区 域 $. 
由 此 可 见 球 0 包含 六 个 球 的 交集 5, 即 5 中 不 存在 两 点 ,使 其 


1 
ШАХТУ. 


#7 证 明 , 可 在 棱 长 为 ЕДИК Б — T H # 
于 线段 组 成 的 有 限 集 ,其 中 所 有 线段 的 总 长 度 小 于 1 +Y3, 并 使 得 四 
面体 的 任 二 顶点 都 可 以 用 由 这 个 集中 的 一 些 线段 组 成 的 折线 来 接 
连 


OG = ОТ ЧА СОМ A TON , МАХ ТОМ = Z СОМ HHE 


分 析 НН, 如 图 18-10. 由 
il АВС, ВСР 构成 菱形 4CD8 ,其 中 
АВ=1, / ВАС = 60. 179138 = 39 
EF, 费 马 点 到 各 顶点 的 距离 和 是 三 
角形 内 的 起 到 各 顶点 距离 和 中 最 小 ， | 
№. № AD, BC 交 于 点 了 ,注意 到 对 称 4 
性 , 先 考察 入 4PB, 设 Q 为 全 4BP 的 图 18 
费 马 点 ,斯 点 0 使 
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Z AQP = Z РОВ = Z ВОА = 120. 
(这 一 点 对 于 RA APB 而 言 不 难 办 到 ). 设 AQ = х, ВО = ү, РО = z, 
则 
-3 


x+vy+z< AP + ВР= +. 


设 点 0' 与 点 0 关于 P 点 对 称 ,那么 线段 ЛО. BQ QP. PQ CQ .ро' 


О 672) (3. ES M 


足 题 设 要 求 . 

例 8 已 知 楼 长 为 3 的 正四 面体 ABCD, E. F 是 楼 AB、AC 上 的 
点 , 且 AF =2FC ,BE = 2АЕ, КИШИ AEFD 的 外 接 球 球 心 与 内 切 球 
球 心 之 间 只 高， 

解 ” 设 四 面体 4AEFD 内 切 球 半径 7 、 球 心 NW. 外接 球 半径 R PR Q 
六 ,连接 NA .NE ,NF、ND, 则 


Vigrp = Уу. дек + Vy_arp + VN-ape + ИМ EFD 


1 
= 3 Г SAaAEF + лавр + ЭДАРЕ + 5дұрр). 


2 {3 
W ЗлдЕР = 9 Saage = 2° 
2. 3⁄3 
Š AAFD = y > ABC = 2 ° 
Saan = бла = 348 
ААВ = y AAB = д, 
543 
НН EF =y3, ПЕ = DE =/7, п] Š ADEF = 4 , 另 一 方面 


2 


2 
Viper = 9 авер = 2, 


Еч 


由 上 述 各 式 可 得 р. 
如 图 18-11, 公 AEF 是 直角 三 角形 ,其 外 心 是 斜 边 AF 的 中 点 G, 
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ВА АВС 中心 为 01, 连 БО, G ЕЕ 
H AEF КЕ, М VEREER E. E 
GO MD. 在 直角 梯形 CO DM 中 , GO, 
=1, DO, =-/6, MD = В, MG =“ К? -1. 
于 是 

(DO - МС» + СО? = МР?, 
ВР (б-м R: -1)2+1= R2, 


нав к= 10. Ё 18-11 


过 正 到 面体 的 高 40 № AD 作 截 商 АРК, К М ВС і, С Ер 


БЕ N УТА АВС 的 切 点 ,C f AK Е, NG = r =É B aane un 
А АКО , 故 


这 说 明 6 点 在 截面 AKD 上 射影 怡 为 C. 
fE GM 在 截面 AKD КСМ, М А СМ Е, 6M 与 截面 


AKD 的 距离 为 C6 = 1ск= 5. 


2 
又 меме -NG =V R-i- r=, 
所 以 ,有 
MN = M'N2 66 = D 
ВШ EFR. 


Я 9 设 AAA A, 32— AAE, 51.50. 53. 5, 分 别 是 以 4 .42、 
dy Aa 为 球 心 的 球 , 它 们 两 两 相 外 切 , 如 果 存 在 一 点 8 ,以 这 点 为 球 心 可 
作 -- 个 半径 为 的 球 与 S S283, 84 都 相 切 ,还 可 作 一 个 半径 为 灵 的 球 
与 四 面体 的 各 楼 都 相 切 ,求证 这 个 四面 体 是 正本 面体 ， 
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分 析 首先 有 以 下 事实 ;如 果 球 心 不 在 一 条 直线 上 的 四 个 球 o, 
cand 两 两 相 切 ,那么 或 者 它们 两 两 相 外 切 ， 或 者 它们 之 中 的 三 
全 球面 两 两 相让 切 并 且 都 在 第 四 个 球面 内 与 之 相 切 ,和 理 删 ,存在 其 中 
某 个 球面 ,例如 o, 其 内 外 有 球面 与 之 相 切 .不 妨 设 ci ЛЕМ оо 和 
оз ЛЕК, ВА c, Но. 的 切 点 及 а, 与 оз 的 切 点 都 重合 于 zl 35 s 的 
切 点 ,因而 四 个 球 的 球 心 在 同一 直线 上 ,矛盾 ， 

把 以 0 为 中 心 ,r 为 半径 的 那个 球 记 为 ;把 以 同一 点 为 中 心 R 
为 半径 的 球 记 为 了 ;并 将 球面 S,.S,.S,.S, 的 半径 分 别 记 为 7) 、r;、 
F3 s ГА. 由 上 面 指 出 的 事实 易 得 知 :或 者 S, .S;. Sy. S, 部 与 S$ 相 外 切 ， 
或 者 它们 都 在 5 内 与 之 相 切 ， 

考察 平面 AAA; УШМ 51.92. 
S3, T 相 截 得 的 图 形 (图 18-12). 了 与 
FÈ Ada, А.А. 4145 相 切 的 切 点 分 别 
为 B. В. Вз, 显然 有 А, В. = АВ}, 
А, Вз = А,В,,АзВ = А,В. 而 球面 5, 
与 S,, S, 与 51,5 与 5; 的 切 点 Ci， 
Со, Єз 也 有 同样 的 性质 : А, C; = А, Cs， 
Аб. =А, С, АЗС, = А. С. 

由 此 易 知 С, 5 B 重合 (i = 1,2， #1 18-12 


3). 

以 下 分 两 种 情形 讨论 ; 

(Г) SS .SS 与 $ 相 外 切 .参照 以 下 命题 : 设 АВС 是 一 个 
ZAE, AB C HELG, rarere 为 半径 作 圆 ,它们 两 两 相 切 .如 
果 存 在 一 点 0 ,以 它 为 圆心 可 作 一 个 半径 为 r МИША. М В.М 
СНЫ, НЫ O 为 圆心 还 可 以 作 一 个 半径 为 辫 的 圆 与 全 4BC 的 
各 边 都 相 切 ,考察 全 АВС 是 否 是 等 边 三 角形 ， 

如 图 18- 13, DEF Яр В ELGA O ВУ ВС. СА „АВ 
KUS. ЕЕ , ФВ BD = ВЕ, СР = СЕ, АЕ = АЕ. 

237 


B|, DE F 又 是 圆 8 Я С, И С 
与 圆 4, 圆 4 БИН мым 
定理 ,有 ОР? = 形 =rfr+ 2r,), 同 理 可 
18 К? = гг +27), В = r(r + 2r.). JT 
r, = ry = r, , BB A ABG 是 等 边 三 角形 ,这 
里 А? = rtr+27,) 是 关键 .加 到 原 命题 . 

因为 ОВ: LAA, ОВ, | A34, ОВ 


(r+r) = R° + ri, | 
解 得 r, = КГС; = 1,2,3). 因而 


р? _ ү? 
Ау Аз = А: Аз = АА} — ` jej BB 


Е 
AjA4 = AA, = АзАа = —— M. Я 
4i424344 ЕЕН. 
(j| ) Si, 52, 5, 54 ЛЕ S 内 与 5 
相 切 .与 ( i) 类 似 , 可 得 


(к-п) = R°: + rí, 


r; = (i = 1,2,3,4). 


因而 A AAA, EAKR ET =E E. 


练 > T+ 人 


— Ем 
1. 设 Р 为 空间 一 点 , РА. PB. PC. PD ENRI. A PA. PB., 
PC. PD AMARAT , Wi pk 5 АА E: . 
2. 设 正四 面体 ABCD К Ла ПЕШИЕ MN P, 
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0 为 顶点 作 四 面体 , 则 四 面体 MNPO 的 全 面积 为 
3. 设 点 O 位 于 正四 面体 ABCD 内 部 ,6 为 正四 面体 的 中 心 т OX; 5 


А0 В О Со DD 
i l ші MIY IH _ 
EEHEHE EITT Ау, B, CD Wi AG +В, G t G fp G — 


4. 四 个 半径 为 2 的 球 两 两 相 切 ( 即 每 -个 款 均 与 其 他 三 个 球 相 

HJ) ,其 外 切 四 面体 的 边 长 为 . 
5. 已 知 正四 面体 ABCD 的 楼 长 为 a,0 为 内 切 球 球 心 .如 果 球 O, УК 

О 外 切 ,并 与 正四 面体 的 三 个 面 都 相 切 , 则 球 O, 的 半径 n = 


-REA 
6. 求证 :正四 面体 的 二 面 角 与 正人 面体 的 二 面 角 互补 ， 
7. 将 正四 面体 的 校 分 为 4 等 分 ,在 才 4 


处 截 去 各 棱角 得 一 多 面体 (如 图 , 截 去 了 
一 个 棱角 ,另外 五 个 棱角 也 要 间 法 截 去 )， 
求 此 多 面体 与 原 四 面体 体积 之 比 . B D 

8. (1) 证 明 ; 如 果 给 定 的 四 面体 的 六 个 二 
面 角 相等 ,那么 ,这 个 四 面体 一 定 是 正四 面体 . | 

(2) 如 果 五 个 二 面 角 相 等 ,这 个 下面 С 
ЕЛЕНА? И) 

9, 在 正 外 面体 中 ,过 每 条 楼 的 中 点 太 | 
其 对 棱 作 六 个 平面 , 试 确 定 这 些 平面 将 四 面体 分 成 几 个 部 分 ? ЗЕН. 
当 四 面体 体积 为 1 时 , 求 每 个 部 分 的 体积 ， 

10. 一 个 体积 为 1 的 三 楼 锥 T- АВС, КЛА ABC 是 正三 角形 ,中 
Ü ,是 TT 的 中 点 ,4'、B'、C' 是 4、B、C 关于 点 1 的 对 称 点 . 求 三 
ВНЕ T- АВС 与 三 棱锥 TT -4B8'C' 的 公共 部 分 体积 . 

И. 证 明 ; 对 于 正四 面体 的 面 上 的 每 一 点 放 , 存 在 一 点 M ,使 得 
在 面 上 至 少 有 三 条 不 同 的 连接 可 与 加 的 曲线 ,在 面 上 所 有 连接 M 
与 M' 的 曲线 中 ,有 最 短 的 长 度 . 
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第 十 九 讲 组 5 


MN R wa A D A E E 


1. 组 全 研究 的 是 无 次 序 的 选取 问题 . 一般 地 ,从 n 个 不 同 元 素 
中 , 任 取 mman) TARI AH HAM п 个 不 同 元 素 中 取出 严 
л А ТН EMEA п ТАН лк ЛУНА ЕЕ m + 
构成 原来 集合 的 一 个 子 集 . 

2. 从 二 个 不 同 元 素 中 取出 m(m 志 nn) 个 元 素 的 所 有 组 合 的 个 数 ， 
叫做 从 в 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 率 的 组 合 数 , 用 符号 C2 表示， 

Cr= 下 一] 一列 二 |) n! 
ml ! 


= 


并 规定 Ca =0! =1. 

3. 组合 数 有 以 下 两 个 基本 性 质 ， 

(1) Са = G. 

(2) Car = Cr + Gn 1, 

ISh, ИЖ 

(3) C+ Сі + --- + Ci= 0% =7". 

ЖАН ETUER: Мл 个 不 同 元 素 中 取出 mm 
ТЕЖ, ЩЕ n-m тж, М л 个 不 同 元 素 中 取出 m 
个 元 素 的 每 一 个 组 合 ,都 对 应 着 从 n 个 元 素 中 取出 n-m 个 元 素 的 
惟一 的 一 个 组 合 ; 反 过 来 也 是 一 样 .因此 ,从 in 个 元 素 中 取出 mm 个 元 
НН С", ETA 个 不 同 元 素 中 取出 = - m ТЕННИС 
тт", Вр C= С". 

性 质 {22) 也 本 根据 组 合 的 定义 予以 证 明 ; 从 авт, аз, dn Gna] 
这 m+ 工 个 不 同 的 元 素 中 取出 m 个 的 组 合 数 是 C*,1, 这 些 组 合 数 可 
以 分 成 两 类 ,一 类 含 x ,一 类 不 会 а. ВН al 的 组 合 是 从 аз, аз, 
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aa ;1 这 个 元 案 中 取出 mm -1 个 元 素 与 а 组 成 的 ,共有 Ce ;不 全 
ai 的 组 合 是 从 аз, аз, san X n 个 元 素 中 取出 m 个 元 素 组 成 的 ， 
共有 С 个 ,根据 加 法 原理 得 CT. = Съ + Cr. 

性 质 (3) 的 两 边 孝 可 看 作 = 个 元 素 组 成 的 集合 的 所 有 子 集 的 数 
Н. 


EEC НЕН, Ч т > 了 时 ,通常 不 直接 计算 Cr DERHAKA 


Ca 5) E. 

4. 解 有 关 组 合 的 应 用 题 , 常 可 一 题 多 解 .要 注意 细 审 题 意 ,有 时 
因 一 字 之 差 而 与 正确 结果 相去 甚 远 .要 明确 谁 是 元 素 ,从 多 少 个 元 素 
中 选取 多 少 个 元 素 . 一般 地 ,对 特殊 元 素 或 有 特殊 要 求 的 给 予 优 先 考 
虑 .在 不 改变 问题 实质 的 前 提 下 可 将 大 数据 变 为 小 数据 , 便 子 对 问题 
的 思考 和 探索 . 


例 题 A іЯ 


例 1 有 甲 . 乙 .两 二 项 任务 , 甲 需 2 人 承担 , 乙 . 两 各 需 1 AK 
担 ,从 10 人 中 选 族 4 人 承担 这 三 项 任务 ,不 同 的 选派 方法 共有 多 少 
种 ? 

分 析 一 ”依次 安排 甲乙 、 再 任务 .首先 从 10 人 中 选派 2 AFI 
任务 甲 ,有 C 和 ,种 选派 方法 ;其 次 ,从 剩 下 的 8 人 中 选 1 人 承担 任务 
乙 , 有 引种 选派 方法 ;最 后 ,再 从 剩 下 的 7 人 选派 1 人 承担 任务 两 ， 
有 СВАИ ЕЯ, НА 

(Q CC = 25200). 

分 析 二 从 10 大 中 选派 4 人 去 承担 该 3 项 任务 ,有 Cho 种 选派 
方法 ,进而 对 选中 的 四 人 具体 安排 任务 ,分 派 方 法 的 种 数 为 C4C201， 
根据 乘法 原理 知 , 共有 不 同 选派 方法 

Ch Є2С1С! = 2520(Fh). 
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2 有 5 双 10 只 尺码 不 同 的 手套 (左右 手 有 区 别 ), 从 这 10 H 
手套 中 取出 4 只 

(ПАЯ 2 双 的 取 法 有 多 少 种 ? 

(2) 恰 有 2 只 成 一 双 的 取 法 有 儿 少 种 ? 

分 析 (1) 从 5 只 于 套 中 取 2 双 , 这 2 双手 套间 彼此 不 计较 硕 
FRA С: = 10 种 不 同 取 法 ， 

(2) 先 从 5 双手 套 中 取 一 双 有 Cs 种 取 法 ,又 再 从 剩 下 的 4 双 即 8 
只 手 次 中 取 2 只 ,要 求 不 属 间 一 双 可 分 两 步 : 从 8 只 中 先 随意 取 一 
只 ,再 除去 与 取出 一 只 同属 一 双 的 另 一 只 ,从 其 余 6 只 中 取 一 只 ,以 
上 两 步 有 СС, 种 取 法 .然而 这 里 面包 含有 重复 .为 说 明 问 题 ,不 妨 
举 一 简 单 例 子 . 设 有 两 双手 套 АВ, 与 42B;, 从 中 先 取出 4 BAS 
一 双 中 取出 4; SARD А) 再 从 另 一 双 中 取 A, 就 是 一 回 事 , 因 此， 


从 4 双手 套 中 取 不 属于 同一 双 的 两 只 上 的 不 同 取 法 实际 上 应 是 CC 


种 .根据 乘法 原理 ,符合 要 求 的 不 同 取 靶 有 
a С 68 120( 种 )， 
йз (1) 四 面体 的 一 个 顶点 为 4, 从 其 他 顶点 和 各 楼 的 中 点 取 
3 个 点 ,使 它们 和 点 4 在 同一 个 平面 上 ,有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 
(2) 四 面体 的 项 点 和 各 楼 中 点 共 10 个 点 ,在 其 中 取 4 个 不 共 面 
的 点 ,有 多少 种 不 同 的 取 法 ? 
分 析 (ПА 19-1, 含 顶点 4 的 四 面体 的 三 个 面 上 BRE A Sh 
都 有 5 个 点 ,从 中 取出 3 个 点 必 与 点 4 АЈ, Ж ЗСЗ 种 取 法 . 
RTA 4 的 三 条 楼 上 各 有 3 个 点 ,它们 与 所 对 楼 的 中 点 共 面 ， 
共有 3 种 取 法 . 
根据 加 法 原理 ,与 顶点 4 共 面 三 点 的 取 法 有 
3С +3= 33( 种 )， 
(2) 如 图 19-1, 从 加 个 顶点 中 取 4 个 点 的 取 法 有 Cin 种 .从 四 面 
体 辐 一 个 面 上 的 6 点 中 取出 的 四 点 必定 共 面 ,有 4C4 = 的 种 ;四 面体 
242 


的 每 一 条 楼 上 三 点 与 对 楼 中 点 共 面 ， 
共有 6 种 共 面 情形 ; 从 6 条 楼 的 中 点 
取出 4 点 时 有 3 种 共 耐 情形 (对 楼 中 
点 连 线 两 两 相交 有 晶 互 相 平 分 ) 故 4 点 
不 共 夯 的 取 法 为 

Ch- (60+6+3) = 141 种 . 

例 4 平面 上 有 相 异 的 11 个 点 ， 
每 两 点 连 成 一 条 直线 , 共 48 条 两 两 不 
重合 也 不 平行 的 直线 ,这 11 个 点 可 构 
成 的 不 同 的 三 角形 的 个 数 是 多 少 ? 

分 析 由 于 С = 55 > 4 和. 所 以 共 线 三 点 存在 . 设 有 组 共 线 的 
点 ,每 组 点 数 不 小 于 3, 依次 设 为 ть попа. M 

(Съ ml) + (Ci 1) (C; 1) = Cr – 48 =7. 

而 Са 152 63-1=201= 1,2,7", k) И Е<3. 

当天 =1,3 时 , 易 知 无 整数 解 

当 上 站 =2 时 , 解 得 ni =4, п) =3 ER п =3,nz=4. 所 以 可 梅 成 的 
三 角形 的 个 数 为 


图 19-1 


Ch - Ca - G, =165-4-1=160. 


BLS 在 平面 上 纵 定 5 个 点 ,已 知 连接 这 些 点 的 直线 互 不 平行 ， 
互 不 垂直 ,也 不 重合 .通过 每 一 点 问 其 余 4 点 的 各 条 连 线 作 垂 线 . 这 
些 垂 线 的 交点 最 光 有 多 少 个 (不 包括 原 来 5 ТН). 

分 析 还 是 用 淘汰 法 较 适 宜 .由 纵 定 的 5 个 点 可 两 两 连 成 Ci = 
10 条 直线 ,其 中 每 4 个 点 可 两 两 连 成 C4 = 6 条 直线 ,因此 ,由 每 个 点 
都 应 引出 6 条 垂 线 ,累计 有 5x6=39 条 .如 果 这 些 垂 线 都 两 两 相交 ， 
那么 将 有 СА = 435 个 交点 ,事实 是 这 些 重 线 分 别 向 10 条 连 线 引出 ， 
每 一 条 连 线 上 都 有 3 条 垂 线 , 这 3 条 垂 线 后 此 平行 ,并 没有 交点 ,这 
说 明 有 10С5 = 30 个 点 并 不 存在 ,同时 由 给 定 的 5 个 点 可 构成 C3 = 
10 个 三 角形 ,上 述 了 0 条 垂 线 又 怡 好 是 这 10 个 三 角形 的 全 部 高 线 , 每 
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一 个 三 角形 中 三 条 高 交 于 同一 点 ,从 而 有 重复 计算 , 须 减 去 点 10C3 
- 10= 为 个 .最 后 ,由 于 经 过 原来 的 点 的 重 线 者 有 6 条 ,还 应 减 去 点 
50:=75 4. 
АТК, Е BJ < ВН 
435 – (30+ 20 + 75) =310( 个 ) 
例 6 只 出 现 数码 0 和 1 的 十 进 制 10 位 正 整 数 之 中 ,能 被 11 整 
р е q? 
分 析 一 个 十 进 制 整数 能 被 11 整除 , 当 且 仅 当 其 奇数 位 上 数字 
之 和 与 偶数 位 上 数字 之 种 的 差 是 11 的 倍数 . 现 设 十 位 整数 n = 
Теа Я, Д] ags а, as 均 为 1 或 0. 令 
(aq + 22+ 04+ Gs + Gg = p, 
21 + 05 + 95 + 67 +1 =q, 
应 有 11 | p- 9. А91 p -ql = 5, ARA p= yg. 这 时 有 五 种 可 能 
ЖЕ, BI р=е=Е(Ё=1,2,3,4,5). 
ЗНАЯ Е, ар, аз, ал, ав, аз PE k ТЖ 1,5 -ЕРТЯО, СБ 
种 不 同 排 法 , о, оз, аз, аз PA 1 1,5- k ТО, ХН СЕ PA 
同 排 法 ,故此 时 有 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 EAT, 
于 是 全 部 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 共 有 


s = SGC! 


= 0108 + 2201 + CiO + ССЗ + C3C3 
=5 + 10 x4+10x6+5x4+1x1 
= 126( 个 )， 

例 7 甲乙 两 队 各 出 7 名山 员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参 加 围 
ВЫВЕЗ. 双方 先 由 1 号 队员 比赛 ; 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 方 2 号 
队员 比赛 ,…', 直 到 有 一 方 队员 全 被 淘汰 为 止 . 男 一 方 履 得 胜利 ,形成 
一 种 比赛 过 程 . 试 求 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 ， 

分 析 一 ”从 胜 方 的 角度 来 考虑 , 少 则 1 号 队员 上 场 即 可 “横扫” 
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对 方 全 部 队员 , 儿 则 动用 全 部 7 名 队员 方 能 最 终 击 败 对 方 所 有 队员 ， 
因此 着 甲 方 胜 乙方 ,全 部 比赛 过 程 可 分 七 类 情形 ,反之 乙方 胜 甲 方 也 
是 如 此 . 

设 甲 方 胜 , 并 用 了 E(k =1,2,…7) 名 队员 才 淘 汰 掉 乙 方 全 部 7 
名 队员 .由 于 潍 方 队员 上 场 顺序 都 是 事先 安排 好 了 的 ,所 以 乙方 的 第 
?7 号 队员 一 定 是 被 甲 方 第 上 号 队员 所 淘汰 ,而 在 此 之 前 ,乙方 已 被 淘 
Жей, УЕ Ж Е 1 名 队员 , 共 比 赛 了 6+ 关 一 1 = 大 + 了 
个 回合 ,其 中 -1 个 回合 中 淘汰 的 甲 方 队员 ,这 说 明 此 时 所 有 可 能 
情形 有 СЕ. 

Me k= 41,2,3,4,5,6,7, 根 据 加 法 原理 , 甲 方 胜 的 可 能 情形 有 

C? + CI+ С++ СЪ = 11160) 
同样 道理 ,乙方 胜 的 可 能 情形 也 有 1716 种 . | 
综 上 所 述 , 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 共 3432 种. 


OE E FOL EOL E E J0: 1010 
图 19-2 


分 析 二 ”如 果 撤 开具 体 队 员 , 从 整体 角度 去 考虑 ,所 谓 甲 方 胜 ， 
就 是 至 多 进行 的 13 场 比 赛 中 , 甲 方 胜 了 7 场 ,如 图 19-2, ПОМИ 
定 至 多 进行 13 场 比赛 , 其 中 重 表 示 乙 方 败 ,图 中 就 是 甲 胜 的 一 种 傅 
JE ,因此 , 甲 胜 的 情形 有 Ci 种, 对称 地 , 乙 胜 的 情形 也 有 Ci 种 ,因此 
A 2Ch =3432(). 

分 析 三 ”用 全 表示 甲 方 队员 ,用 中 〇 表示 乙方 队员 .14 名 队员 满 
ERP . 乙 各 方 队 员 上 顺序 排 定 的 任何 一 种 排列 代表 一 种 比赛 过 程 .如 
19-3, 

оол Олл (ә А л А ло ОО 
19-3 


只 要 看 最 后 一 名 队员 为 〇 即 知 乙方 胜 .反之 则 知 甲 方 胜 . 另 一 方面 ， 
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EE РЕ А k АИИ ДЕ БЕУ ЯН ЯХ ВА Pa 18: 14 名 队 
员 的 一 种 排出 ,因此 ,任何 一 种 比赛 过 程 相当 于 14 个 位 置 中 选 7 个 
位 置 按 顺 序 要 求 安 排 甲 方 队员 , 剩 下 7 个 位 置 按 有 顺序 要 求 安 排 乙方 
队员 共有 不 同比 赛 过 程 

Ch = 3432( $h). 

818 如 图 19-4, 一 只 甲虫 沿 着 网 格 线 前 进 , 它 走 的 是 最 短路 
线 . 

(1) PREMA 0(0,0) 8] Р(8, 
6) 可 有 多 少 条 不 同 的 爬行 路 线 ? 

(2) 若 我 们 与 甲虫 升 个 玩笑 ,在 图 
中 擦 去 从 点 4(3,3) 到 点 8(3,4) 这 一 
段 ,也 就 是 假设 这 一 段 “ 道 路 "被 水 冲垮 ， 
不 能 通行 ,试问 此 时 甲虫 从 原点 到 点 (8， 
Б) ЛЕТЕ УА? 

分 析 (1) 甲虫 从 原点 (0,0) 到 点 图 19-4 
P(8,6) ЯТ КЛЕ 8 个 单位 ,向 北 爬 行 6 个 单位 ,我 们 把 向 东 拒 
行 一 个 单位 记 为 E, 问 北 息 行 一 个 单位 记 为 让 ,如 图 19-5 所 示 , 这 样 
任何 一 条 和 把 行路 线 可 议 看 作 从 8+56 个 位 置 中 选取 5 个 位 置 放 轩 N. 
其 余 位 置 放置 ,从 而 从 点 000,0) 到 点 РНЕ 
RA CS SE. 


ÉE] 19-5 . 
(2) 由 (1) 知 从 原点 О(О,О)ЛЕ Т) 4(3,3) 的 最 短路 线 有 C2, 
AGDA) B(3,4) 的 最 短路 线 是 惟一 的 ,及 从 点 B803, 和 到 点 P(8,6) 
的 最 短路 线 有 C1 条 .因此 ,由 来 法 原理 知 , 从 点 0(0,0) 经 А,В ЇР 


{8,6) 的 最 短路 线 有 CGO 2. 
RAMA Df0,0) 到 点 P(8,6) 所 有 最 短 踏 线 中 淘汰 掉 上 述 从 点 
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0(0,0) 经 А.В 3] Р(8, 6) ЖЕНЕ ВЕ АВ 这 一 段 “ 道 
路 "补水 冲垮 不 能 通行 情况 下 自 点 000, 人 0 到 点 P(8,6) 的 最 短路 线 . 
所 以 此 时 甲虫 卜 行 的 最 短路 线 有 

C$- GO =2583( 条 ). 

例 9 平面 上 有 10 个 点 ,它们 中 无 三 点 共 线 ,两 黄连 线 ,这 些 线 
段 已 经 被 染 成 红 . 蓝 两 色 ,每 条 线段 染 一 色 . 已 知 4 点 引出 的 红色 线 
段 为 奇数 条 , 除 4 点 外 ,其 余 各 点 所 引出 的 红色 线段 数 各 不 相等 , 求 
在 此 图 中 三 边 全 红 的 三 第 形 有 多 少 个 ”两边 红 , 一 边 划 的 三 角形 有 
多 少 个 ? 

分 析 ”首先 考虑 能 和 否 弄 清楚 红色 线段 的 分 布 情形 ,路 4 点 外 的 
其 余 9 点 ,每 点 所 引出 的 红色 线段 少 者 可 能 是 0 条 ,至 多 是 9 条 ,但 
知 有 一 点 引出 了 9 条 红色 线段 ,那么 也 就 不 存在 为 一 点 引出 的 红色 
线段 0 条 ,反之 亦 然 , 两 省 不 相 容 .这 说 明 其 余 9 点 引进 的 红色 线段 
只 能 有 两 种 情形 :0,1,2,… ,8 或 1,2,3,…,9. 由 于 每 条 红色 线段 都 
被 重复 计算 了 两 次 , 久 由 4 点 引出 的 红色 线段 是 奇数 条 RSI 
出 红色 线段 是 奇数 条 的 点 只 能 有 奇数 个 了 . 第 一 种 情形 不 会 发 生 , 现 
将 其 余 9 点 分 别 记 作 Вт, B82,…, Bo, 其 中 В; 表示 引出 i 条 红色 线段 
的 顶点 . 为 了 便于 观察 ,如 图 19-6 所 示 , 可 以 看 到 B, 与 所 有 其 余 9 
点 有 连 线 , Bi 不 再 和 其 他 点 相连 , Bs 除 ， 
ВЕНЕ, B, 也 除 与 
Во, Bs 有 连 线 外 不 再 与 其 他 点 相连 ,成 
与 В.В, 外 其 余 了 点 有 连 线 , B, 除 上 述 
点 外 也 不 再 与 其 余 点 相连 ,…, 从 图 19- 


6 中 还 可 以 看 出 从 4 点 引出 了 5 条 红线 SC 一 
в Wa 
~ В, 


На гу ЕЛ. П В. 
图 19-6 EPR, LA B, ЛИНИЯ 
的 三 角形 只 有 一 个 ,以 B, 为 顶点 的 三 
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边 全 红 的 三 角形 有 他 个 ,以 B, 为 顶点 的 三 边 全 红 的 三 角形 有 C 
个 ,以 В, 为 顶点 的 三 边 全 红 的 三 角形 有 Са, A, Ву, Be, Ву, Вв, 
Во 彼此 间 所 连 均 是 红色 线段 , 故 三 边 全 红 的 三 角形 有 СЛ. 

综 上 所 述 ,三 边 全 红 的 三 角形 总 数 是 

C3+ C+ СЁ + С =1+3+6+20= 3004). 

其 次 ,对 任何 2,8 В, 为 顶点 且 与 B 相连 的 两 边 均 为 红 边 的 
三 角形 的 个 数 为 中 个 ,以 4 为 项 点 且 与 4 相连 的 两 边 骨 为 红 边 的 
三 角形 的 个 数 为 C4, 将 所 有 这 些 三 角形 的 个 数 加 起 来 ,总 共有 三 角 
形 

C3+ C3+ Gi + С2 + C+ 21+ Cš + Сё + С2 = 130 
+, ЕН ТАНИ ИДЕЕ АЗР ЗА IH 
全 红 的 三 角形 却 都 被 计算 了 3 次 ,因此 两 边 红 .一边 蓝 的 三 角形 的 个 
数 为 
130 -3x30=4 和 (个 ). 


一 ,选择 题 
1. 把 一 圆周 24 等 分 ,表册 这 些 分 点 为 顶点 连 成 贺 内 接 三 角形 ， 
其 中 直角 三 角形 的 个 数 是 ( D 


(А)22 (В)132 (С)264 (D)2024 
2. 在 100,101,… ,999 这 些 数 中 ,各 位 数字 按 严格 递增 或 严格 递 
减 顺 序 排列 的 数 的 个 数 是 ( ). 
(А)120 (В)168 (С)204 (р)216 
3. ГА 的 一 边 上 有 4 个 点 , 另 一 边 上 有 5 个 点 ,连同 一 4 的 顶点 
4 共 10 个 点 ,过 这 10 个 点 可 作 三 角形 的 个 数 是 ( ). 
(A) С: С: +] CIC (B) CCl + Ca ts 
(C) CIC + CLC (D) G- G- 
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— Яя 
4. 有 一 楼 梯 分 10 级 ,上 楼 时 分 8 步 完 成 ,共有 不 同 走 法 Ж. 
5. ПЕ ABCDE 的 边 和 对 角 线 可 组 成 不 辐 三 角形 个 数 为 


6. 有 т 条 平行 线 ,再 作 n 条 与 这 些 走 线 相交 的 平行 线 ， 它们 组 
成 平行 四 边 形 的 个 数 是 _ 

7. 从 8 名 男 医生 ,7 各 女医 生 中 选 出 5 名 医生 组 成 一 个 医疗 队 ， 
其 中 至 少 有 2 名 男 医生 和 2 名 女医 生 , 共 有 不 同 选 法 。_ 种. 

8. 以 长 方 体 8 个 项 点 中 的 任意 3 个 为 顶点 的 所 有 三 角形 中 , 锐 
角 三 角形 的 个 数 是 И 

9. 平面 上 有 五 个 蓝 点 和 七 个 红 点 ,其 中 有 三 个 红 点 和 两 个 蓝 点 
在 同一 条 直线 上 ,其 余 再 无 三 点 共 线 ,以 不 全 同色 的 点 为 顶点 的 三 角 
ЖЖ _ +. 

10. 用 正 五 棱柱 的 10 Тиле at 
+. 

11. 凸 八 边 形 的 对 角 线 中 ,如 果 任 两 条 对 角 线 不 平行 , 除 共 顶 点 
外 , 任 三 条 对 角 线 不 共 点 ,那么 这 些 对 角 线 {包括 延长 线 ) 的 交点 个 数 
是 

12. 集合 4 38 B 分 别 有 8 个 和 7 个 元 素 ,4 门 B 有 4 个 元 ,集合 
C 有 3 个 元 素 . 且 满 足下 列 条 件 : CCALIB,CNAz6,Cl1Bzx 0, 
满足 条 忻 的 集合 C 共 有 T 

三 、 解 答题 

13. 十 二 个 点 4 ,42,… ,A 等 分 一 个 图 周 , 以 这 些 点 为 顶点 的 
等 腰 梯 形 共 有 多 少 个 ? 

14. 一 个 口袋 内 有 4 个 不 同 的 红 球 ,6 个 不 同 的 白 球 ， 

(ПЛ 4 个 球 , 红 球 的 个 数 不 比 白 球 少 的 取 法 有 和 多少 种 ? 

{2) 若 取 一 个 红 球 记 2 分 , 取 一 个 白 球 记 1 分 ,从 中 任 取 5 个 球 ， 
使 总 分 不 小 于 了 的 取 法 有 有 密 少 种 ? 

15. 从 11,2,… ,20| 中 选 出 3 个 数 , 使 得 没有 两 个 数 相 邻 ,有 多 少 
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种 不 同 的 选 法 ? 
16. л 为 偶数 ,从 11,2,…n| 中 选 出 4 个 不 同 的 数 а, Б, с, а 
W 
a +c = b+ d, 
王 明 共有 一- 2 n- S ARARE (а, b, e, d 的 顺序 不 必 考 
B). 
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第 一 十 讲 HE Я 


L 一 般 地 ,从 п Ал, Е m(m < nn) 个 元 素 , 按 照 一 
定 的 顺序 排 成 一 列 , 叫 做 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 一 个 排 
Я]. 

2. А ТАН С EZ IB m ( m = n) ТЛВ НЕЗ ñ) 4" 
数 ,叫做 从 п КН о BR m 个 元 素 的 排列 数 ,用 符号 PR 
IR. 


| 
Вт = nfn- 1) (а - 2). (n — m + 1) = Cm 


这 里 ті. nE N, m = rl, 
3. n АИИС Я 


Pr 
— = (n - 1)!. 
TL 


从 于 个 元 素 中 任 取 普 个 元 素 的 排列 实质 在 于 从 nn 个 不 同 元 素 
中 有 次 序 地 选取 普 个 元 素 , 并 不在乎 形式 上 是 否 排 成 一 列 . 换 句 话 
说 ,就 是 将 选 出 的 m 个 元 素 分 别 安放 在 m 个 不 同位 置 上 ,安放 的 位 
置 不 同 则 代表 不 同 的 排列 ,排列 之 不 同 于 组 合 , 是 排 询 计较 顺序 . 


имея 


Я т a Б.с. а.е ЛЕД PIAA, a 不 在 8 ВИН JLE 
排列 方法 ? 

分 析 一 ” 先 选 位 置 ,再 安排 顺序 ,在 6 个 位 置 上 , 选 4 个 位 置 ,让 
c,d, e, f 四 人 排 上 ,有 Р 种 排 法 ,其 余 2 个 位 置 让 a,b 依 5 Жан 
的 顺序 排列 即 可 ,所 以 共有 Р = 360 种 排 法 . 
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分 析 二 “” 先 不 加 区 分 让 六 大 在 六 个 位 置 上 作 全 排列 ,共有 р 
BR 方法 ,再 考虑 泣 让 不 全 昌 求 的 排列 ,人 芷 上述 排列 中 的 其 两 个 位 置 圭 
а, b 作 全 排列 ,出 此 产生 的 瑚 种 排列 只 算 一 种 ,所 以 符合 条 件 的 排 


pe 
列 共 一 = 360 种 . 
P3 


分 析 三 ”利用 对 称 性 ,在 PEPEE B. b 在 a Bü b fE a 后 
两 种 机 会 是 对 等 的 , 故 两 种 排列 出 现 的 可 能 各 二 一 半 , 所 以 知 Ре 
种 排 法 是 a PE b 前 . 

排列 .组 合 问题 都 用 注意 防止 重复 .遗漏 . 

#2 由 数字 1,2,3,4.5,6 可 以 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 的 能 
УЖЕ? 

分 析 К ТЕЗ Нл REE RA 
他 之 和 能 被 3 整除 ,由 于 

1+2+3+4+5+6 = 21 
为 简便 计 , 可 从 四 位 数 中 4 个 数位 上 数字 外 剩余 的 两 个 数字 的 和 也 
为 3 的 整数 倍 考 虑 .这 有 5 НН :1+2=3,1+5=6,2+4=6,3+6 
=9,4+5=9. 对 于 每 -种 情况 ,组 成 四 位 数 的 4 个 数字 可 组 成 РА 个 
不 同 四 个 数 , 故 共 可 给 成 
5. Pi = 120 

СЕЖЕ Н пур з 整除 的 四 位 数 ， 

在 运用 有 习 法 原理 ,多 步骤 弛 解决 问题 的 过 程 中 ,区 分 排 州 .组 合 
只 能 限于 每 个 步骤 ,其 在 此 体 的 每 个 步骤 中 考虑 被 选取 的 元 素 是 省 
i|- 较 顺序 . 

H3 AmA Aa НАЯ НЕСЯ ая] Хр), EJ 
次 取 一 只 测试 ,直到 4 РИН АЕ . 求 最 后 一 只 次 品 在 第 五 次 
测试 时 被 发 现 的 不 同情 形 有 多 少 种 ? 

分 析 可 分 三 步 ,首先 优先 考虑 特殊 位 置 一 一 第 五 次 测试 有 Сд 
种 情形 ,其 次 是 前 4 次 被 测试 的 4 只 产品 的 组 合 : 剩 下 3 只 次 品 和 一 
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只 正品 ,有 C3C¿ 种 情形 .最 后 考虑 前 4 次 被 测试 的 4 只 产品 被 测试 
情形 与 它们 前 后 被 测试 的 顺序 有 关 , 相当 于 把 它们 放置 在 4 个 不 局 
位 置 上 ,有 Ра 种 不 同情 形 ,根据 乘法 原理 ,第 4 只 次 品 在 第 五 次 测试 
钻 发 现 的 不 同情 形 有 

СССР = 4x1x6x24 = 576%). 

优先 考虑 受 限 的 元素 或 位 置 是 常 采用 的 思路 ,因为 它们 的 阿 题 
解决 了 , 剩 下 元 素 和 位置 的 处 理 一 般 说 来 就 方便 密 了 . 

例 4 10 个 节目 中 有 6 个 演唱 4 T ERS S k pi 4 SER 2 [Bi 
至 少 安排 一 个 演唱 ,有 多 少 种 不 同 的 安排 节目 演出 闻 序 的 方式 ? 

分 析 ” 先 将 6 个 演唱 节目 排出 先后 次 序 , 有 PŠ 种 不 同方 式 ,再 
将 这 六 个 演唱 节目 的 5 个 间 耻 及 前 后 一 共 ?7 个 可 能 位 置 中 选 出 4 个 
ЖЕЕ А, РУ 种 搬 人 方式 , 故 共有 

PÉ Рі = 604800 
ВЕЛАТ Уу НЕ Him ЛИГЕ 6. 

与 通常 优 * 限 "的 思路 相反 , 例 4 中 通过 插 人 处理 问题 的 思路 由 
是 首先 安排 一 般 元 素 , 再 将 “ 受 限 " 元 素 插 入 到 允许 位 置 上 . 

对 于 解决 要 炒 某 些 元 素 相 邻 排 列 的 所 谓 “ 集 团 " 排 列 问 题 ,还 有 
一 种 常用 的 方法 一 一 视 --" 法 .顾名思义 ,就 是 先 把 要 求 相 邻 排 列 的 
元 素 看 作 一 个 整体 ,一 个 “大 元 素 ", 同 其 他 元 素 一 起 排列 ,然后 再 考 
虑 这 个 区 体内 部 的 各 元素 间 的 排列 问题 . 

#5 10 个 同学 排 成 一 队 行 走 , 要 求 其 中 4 个 女 同 学 相 邻 ,日 既 
不 走 在 前 向 又 不 走 在 后 面 , 间 有 和 多少 种 不 同 的 排队 方式 ? 

分 析 把 4 个 女生 看 作 一 个 整体 ,6 个 男生 列队 有 Ps 种 不 同方 
式 , 再 让 女生 这 个 整体 插入 到 某 两 个 男生 之 闻 , 有 P 种 捅 法 ,最 后 
з ЧЕ ВА МН РАНА, РЕ ОН 

Pi. Pie Pi = 6! x 5x 4! = 86400 
种 不 同 的 列队 方式 . 
有 些 问 是 直接 计数 困难 ,可 通过 从 不 了 癌 逢 度 对 同一 对 象 进行 计 
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数 的 方式 寻 得 等 量 关 系 ,间接 求解 . 

例 6 有 8 个 队 比 赛 ,采用 下 面 淘 汰 制 ( 如 图 20-1) , 问 在 赛 前 抽 
签 时 ,实际 上 可 以 得 到 多 少 种 不 同 的 安排 袁 ? 

ЭМ 第 一 轮 的 4 个 组 ,从 左 至 石 | ， 3 4 5 6 了 8 
记 为 一 ,二 ,三 ,四 ,其 中 第 一 ,二 组 为 甲 | 
区 ,第 二 .四 组 为 乙 区 ,8 个 队 的 抽签 妈 вы 
是 在 图 中 8 4 fu g 82 E2] A Ps 种 
排 法 .但 是 上 述 的 不 同 排 法 并 不 一 定 代 Е 20-1 
表 不 同 的 安排 ,这 是 因为 ,8 队 中 的 某 4 ВАЗЕ НХ. У ВАТ <, 
区 ,实际 上 一 样 , 甲 区 4 队 中 的 某 2 队 都 分 在 一 组 与 都 分 在 二 组 , 实 
际 上 一 样 ; 乙 区 4 队 中 的 某 2 队 都 分 在 三 组 与 都 分 在 四 组 ,实际 上 一 
样 ; 至 于 辣 组 的 二 相 谁 编 奇数 号 谁 编 偶数 号 是 没有 区 别 的 .因此 ,人 在 
8 以 的 全 排列 中 ,有 2:22:23 = 27 种 排列 都 是 代表 同一 种 比赛 的 安排 
方式 ， 

记 比 赛 的 不 同安 排 方式 数 为 六 ,那么 N MAR РАЖАА 27. N = 
Pš. ЯТ 


я 
- 2 = 5 = 315( 种 ) 
例 7 5 对 姐妹 站 成 一 圈 , 要 求 每 对 姐妹 相 邻 ,有 多 少 种 不 同 站 
法 ? 
分 析 首先 可 让 5 位 姐姐 站 成 一 图 ,这 是 圆周 排列 ,有 
5 = Рі = 24 


种 不 同 站 法 КАНЕ 5 ЕЯ ЛН], АРА Рур A АОНУН ЕА 
侧 , 也 可 插入 右 侧 ,都 有 两 种 方式 ,所 以 一 共有 
24x2 = 768 
种 不 同 站 法 . 
个 不 同 元 素 的 一 个 圆周 排列 ,可 以 看 作 是 以 其 中 某 一 元 素 4 
打头 ,其 余 元 素 按 顺 时 针 方 加 走 成 直线 状 的 一 个 排列 ,反之 亦 然 .由 
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这 可 立 得 п КЕ ло НЕС РА 1. 

Б 8 个 女孩 和 25 个 男孩 国威 ТЕТЕ E Z i) 3: 
少 站 两 个 男孩 ,那么 共有 客 少 种 不 同 的 排列 方法 (只 要 把 圈 旋 转 - -下 
就 重合 的 排 法 认为 是 相同 的 )? 

эт Бир Е 
A ХР — У да S K nu B] A HES, В 
令 从 4 打头 按 顺 时 针 方 向 走 成 一 个 C ABCD 
家 线 状 排列 ,如 图 20-2 所 示 . D 

现 以 оК ТУЕ, Д X 
代表 男孩 所 站 位 置 ,由 于 任意 两 个 女 
ЕН] РУТЕ, RET O 
后 至 少 应 有 了 两 个 了 ,让 每 个 O 吸收 后 商 紧 跟着 的 二, 改 画 成 外 ,从 和 而 
每 个 ОХХ 排列 唯一 地 对 应 一 个 中 … 排 列 ( 如 图 20-3 所 示 ): 

后 一 种 排列 的 个 数 显然 是 从 

(8+25) —2 x 8 —41 = 16 Охҳ Q XXX O XX -- 
个 位 置 上 选 出 7 fE kE йу Ф Ф Ф 
组 合 数 , 即 Cis. 

以 上 表明 相对 男 . 女 间 的 位 置 图 20-3 
排列 共有 СВЕ. РККА НЕЙ, ВН] ХР) 种 排 
列 方法 (4 已 被 固定 在 首位 ). 男孩 间 有 P 和 种 排列 方法 , 故 总 的 排列 
方法 数 为 


图 20-2 


16125] 
9! 


分 析 二 ”以 1 个 女 扒 和 2 个 男 花 为 一 组 , 且 使 女孩 恰好 站 在 两 
个 男孩 中 间 ,余下 的 9 个 男孩 和 这 8 个 组 被 看 成 是 17 TAR, PA 
17 个 元 素 的 任意 的 锅 排 列 铁 认为 是 满足 题 意 的 . 

首先 ,从 这 25 个 男孩 中 选 出 9 个 男孩 共有 C3 种 可 能 .其 次 ,上 
Ж 17 个 元 素 的 圆 排列 数 为 P8 种 .再 次 ,分 在 8 个 组 内 的 16 个 男孩 
在 16 个 位 置 上 的 排列 数 是 Pi ,所 以 总 的 排列 方法 数 为 


Cis: Ps * P3 = 
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ch. PI Pi = 5GS 

例 9 [m 069 ря ЕВ 9 ВЕЛ ARAOR 6 位 先生 
村 3 位 女 干 共 进 早餐 ,3 位 女士 两 两 不 相 邻 的 坐 法 有 多 少 种 ， 

分 析 ”问题 跟 通常 所 指 圆周 排列 有 区 别 , 这 是 由 于 图 果 9 个 位 
置 上 放 着 的 点 心 饮 料 不 同 .设想 二 在 提 边 的 9 位 先生 和 女士 都 顺 时 
针 方 向 移动 -个 位 置 , 所 面 对 的 点 心 和 饮料 就 不 同 了 (当然 转动 一 下 
桌面 也 行 ). 因 此 我 们 可 以 从 略 果 的 某 个 位 置 开 始 , 将 9 个 位 置 依 次 
编号 为 第 1 号 ,第 2 蕊 ,…, 第 9 避 , 也 就 是 一 般 的 直线 状 排列 ,即将 9 
个 人 有 次 序 地 安排 在 9 个 不 同 你 置 上 ,但 问题 还 要 求 女士 不 坐 在 一 
起 ,为 此 先 让 先生 们 从 左 至 右 排 成 一 列 , 有 РЕ 种 站 法 ,然后 再 让 3 个 
女 上 分 别 站 在 排头 、 排 尾 或 插入 两 个 先生 之 间 , 这 有 户 种 站 法 ,不 
过 排头 排 尾 前 是 女王 对 号 入座 时 会 发 生 两 康 士 相 邻 的 情形 .这 类 情 
形 应 去 掉 . 由 于 两 女 上 在 两 头 有 P 种 站 法 , 另 一 女士 插入 两 先生 之 
BJ УЖ 户 种 站 法 ,所 以 先生 站 好 后 两 女士 站 在 排头 , 排 昨 , 务 一 女 
生 插 入 两 先生 间 的 站 法 有 下 中 种 ,符合 要 求 的 坐 法 一 共有 

Р8(РЗ_ РР!) =720 x (7 x 6x 5 — 6 x 5) =129600( 种 ). 

#10 УЖЯ!=|1,2,3 onl A FGR REHE n, n, 
t 满足 1; 关 (i=1,2,… ,4), 则 称 这 样 的 排列 4, 12,… i 为 错位 全 
排列 .用 Р, 宕 示 了 1,2,…,n: 错 位 全 排列 的 总 数 , 试 求 D. 

分 析 ВА ЛИВАН, =: 的 1,2, п Е Тос НЕЯ 
的 总 数 , 易 知 

| 了 | = Ph, 
(A; l= Рур (i= 1)2 pm)， 
ГА; ПА! Р 1 <i < jn), 
IA; ПАПА |= P3 (le 


和 


i < j < k= п), 
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НИЕ Аи, ПЕ 
D. = Р Cle РТ + 62. р _ OP +... 
„(= DET? е Pl (- "Ст. Р) 


= п!(1 - 1 + ~ + + (- 1)" 10). 
— РЕЯ 


1. 九 把 椅子 排 成 一 排 ,由 6 名 学 生 和 3 位 教授 人 座 ,3 位 教授 先 
于 6 名 学 生 到 达 , 且 决定 他 们 的 位 置 将 挑选 使 得 每 位 教授 举 在 随 名 
学 生 之 间 , 则 教授 挑选 座位 的 不 同方 式 数 为 ( ). 

(А)12 (В)36 (с)60 (р)84 

2. 用 数字 1,2,3,4,5 组 成 没有 重复 数字 的 五 位 数 ,其 中 小 于 
50000 的 惨 数 的 个 数 共有 ( ). 

(4)60 (В)48 (С)36 (D)24 

3. 要 排 一 张 有 5 个 独唱 节目 和 3 个 合唱 节目 的 节目 表 , 如 果 合 
唱 节 有 目 不 排 法 ,并 旦 合唱 节目 不 相 邻 , 则 不 同 的 排 法 种 数 有 ( >). 

(A) Pp3- Р (B) Pš: Pl 


(C) Pš: p2 (D) Ps: Pš | 

4. 有 6 个 座位 连 成 一 横 排 ,三 人 就 座 , 恰 有 两 个 空位 相 邻 的 排 
法 种 数 为 ( 小 

(A)72 (B)96 

(C)48 4D) 以 上 都 不 对 

сея 


5. 15 个 足球 队 进 行 联 赛 ,结果 对 获得 前 三 名 的 队 分 别 授予 金 、 
В, Пу: З 名 的 队 被 降 到 低 一 级 的 联赛 去 ,我 们 把 两 种 比赛 结 
果 看 作 是 相同 的 ,如 果 效 金 , 银 , 铜 杯 的 队 相 同 旦 被 降级 的 队 也 相同 ， 
邦 么 联赛 可 以 有 不 网 的 结果 №. 
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6. 0 AEA PH ,孩子 组 成 的 家 庭 共 30 人 ,要 从 这 З ЛАФЧЕ 
uk 5 人 排 成 一 列 参加 接力 比赛 , 若 选 出 的 5 个 人 中 没有 任何 两 人 属 
РЯ -家 庭 , 旭 可 以 组 成 不 同 的 接力 队伍 .， A. 

7, ах 400 米 接力 ,其 中 甲 不 跑 第 一 棒 , 乙 不 跑 最 后 一 
Е, ЕН ЗЕНА Е 种， 

8. 由 数字 0,1,2,3,4,5 组 成 没有 重复 数字 的 六 位 数 ,其 中 个 位 
数字 小 于 十 位 数字 的 数 其 有 ___ 个 . 

9. 有 8 各 儿 章 分 成 两 排 ,每 排 4 估 .面对面 地 坐 下 ,其 中 有 两 名 
儿童 既 不 能 面对面 ,又 本 能 祖 邻 , 癌 共 有 不 同 坐 法 “种 . 

10, 将 数字 0 与 1,2 与 3,4 与 5 分 别 写 在 三 张 卡 片 的 正 、 反面， 
每 面 写 一 个 数字 ,用 这 三 张 卡片 可 以 依次 排 成 首位 数 不 得 为 零 的 三 
位 数 个. 

11. А ЖЕ! ау, ао, оз, а, аз} 二 11,2,3,4,51 的 所 有 五 位 数 
aam MAL _. 

三 .解答 题 

12, (1) 分 别 从 四 所 学 校 选 拔 6 名 报告 员 , 每 校 至 少 Л, 
少 种 不 同 的 选 法 ? 

(2) 将 6 名 报告 员 分 配色 3 所 学 校 去 做 报告 ,每 校 2 人 ,有 和 多少 
种 不 同 的 分 配方 法 ? 

(3) 将 6 名 报告 基 分 配 到 4 所 学 校 去 做 报告 . 每 校 至 少 1 人 ,有 
和 多少 种 不 加 的 分 配方 法 ? 

13, 6 НЕ ТЕ, ПН А.В. СР, Н DD 不 站 在 排头 
НЕЕ: DHH 4 .8 部 不 能 与 0 相 邻 , 问 各 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ? 

14, ЛУТА Е, 其 中 甲乙 不 排 在 一 起 , А.В. СЯ 
能 相 邻 , 问 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ? 

15. 将 一 个 四 楼 锥 的 每 个 顶点 染 上 一 种 颜色 ,并 和 合同 一 条 校 的 
两 端点 异 色 ,如 果 只 有 5 种 颜色 可 供 使 用 ,那么 不 同 的 染色 方法 的 总 
ROEE? 

16. E f п? АЈАЗ, HER nxn 方 阵 ,在 每 一 列 中 取 最 
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天 的 那个 数 ,在 每 一 行 中 取 最 小 的 那个 数 , 求 怡 可 取出 2n 个 个 同 的 
数 的 排列 方式 数 ， 

17. 身 穿 1 号 到 20 号 球衣 的 20 名 足球 队员 排 成 一 模 排 照相 , 雪 
求 第 1 导 队 员 青 定 不 站 在 首位 ,第 20 号 队员 肯定 不 站 在 本位 ,此 外 
小 于 8 号 的 队员 必须 站 在 8 号 队员 之 前 ,大 于 15 号 的 队员 必须 站 在 
15 号 队员 之 后 , 间 有 多 少 种 排队 方法 ? 
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第 二 十 一 讲 & 除 
知识 点 和 方法 述 要 


1. 整除 

(1) Ха, 5 是 整数 {50) РЕЖ 9, a = ba, ЕК b З 
а, 28 a BEBE b ERE ILA bla. et b mika HARRI, а 叫 
做 六 的 倍数 . а 不 能 被 5 整除 , 记 作 bha. 

(2) 整除 的 基本 性 质 

(У! а, M li-a), - bla,(- b)l(- a),lblllal. 

(П) а 15. hle, Miale. 

(Иа, 5, с, тЕХ, Я alb alc, М а | (Вс), а1 тр, 
alme,almib + с). 

Рав, CZ(i= 1.2, n), H aib М al È ba, 

(М) Жа, bEz, H alb, METIEN mE Z. 85 ат! bm; R Z 
#7 amlbm, M) alb. 

(vì) #lal<lbl. Нет, Ñ] a=0. 

(V|) ТЕЖЕ EEn! 整除 . 

(VD # fC = a" ++ t Q X + an 是 整 系数 多 项 
AB, dib- e, W dI f b)- Де). 

(3) 一 些 数 整 除 的 判定 方法 . 

设 * 是 自然 数 ,在 上 和 进 制 中 的 +1 和 位 数 可 表示 为 x = 
ааа 1777 020100, х= a, x10° + а ixX107 + --- + ax 10 + al 
х 10+ ад, Ж а, (= 0,1,2, nn) 为 数码 ,它们 部 是 整数 ,0 а, =9 
(i= [.2, n), E. а, = 0. 

(|) 4210. 21 x; 
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(ii) # 31 а, M 31%; 

{ИУ 4 аа, M 4| x; 

(№) Æ 51 ао, Д1 515; 

(М) Æ Bl araa М 8 1х; 

(vi) #91 a M 号 | x; 

(vi) Æ ИИ Сао а» +") - орж at], 1х. 

2. 带 余 除法 

ШЖ оа, b 是 二 个 整数 ,50, 那 么 有 且 仅 有 一 对 整数 y,r, 使 得 
а=м+г(О=г< bI Ra. SAN г- ОЕ, 51а; 4 ОВ, q 
为 a ЖЬ 除 的 商 ,r 为 a Wb 除 的 余数 . 

3. 最 大 公约 数 和 最 小 公 售 数 ， 

(1) а, a, 是 两 个 整数 ,如 果 dla В ааз, ЯА d 就 称 为 al 
和 az 的 公约 数 .一 般 地 , 设 о, аз, аз, а, ЖЕ ТЕЖ, Ж dl 
ar dla, ЯВА, d ЖЕ а," ак 的 公约 数 . 

Ка, аа 是 两 个 不 全 为 零 的 整数 ,我 们 把 a) 和 a, 的 公约 数 中 
的 最 大 的 为 o 和 as ПЕКАКИК, ИЕ (а, аз). ЖА, оц, 
а Ek 个 不 全 为 零 的 整数 ， 我 们 把 Пру". Cá 的 公约 数 中 的 最 大 的 
Ж а, аз, a, 的 最 大 公约 数 , 记 作 ({el，… ag). 

(2) #‹ 21. аз) = 1, MIER al 和 а? 是 婚约 的 ,也 称 а 和 (I жн 
КУ, ЖИ (ау, a = 1 则 称 为 ат, , ax 是 既 约 的 ,也 称 aj, 
К 是 互 素 的 . 

(3) а, а 是 两 个 均 不 等 于 零 的 整数 ,如 采 all 且 4211, W 
Pk ! 是 gl 和 oa 的 公 倍 数 , 一 般 地 , 设 атар 是 个 均 不 等 于 零 的 
З ШЕ a ll Hall, а, Еа. ар 的 公 倍数 . 

设 整 数 @ ,wa 均 不 为 零 ,我 们 把 a, 和 а 的 正 的 公 售 数 中 的 最 
小 的 称 为 а Ж а; 的 最 小 会 倍数 , 记 作 [ayeaaj] ,一 般 地 , 设 整 数 21, 
…, a; 均 不 等 于 零 ,我 们 把 a1，… a, 的 正 的 公 倍 数 中 的 最 小 的 称 为 
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21, aa" ар 的 最 小 公 倍 数 , 记 作 [ ат, аль" Gk]. 

4. (1) 设 正 整数 a,b(a > ВЖЕ а= м + г(О<г<ь), НФ о, 
ГЕ, Ш (а, ё) = (Б, г). 

(2) 当 且 仅 当 存在 整数 x ,*, 使 得 ах + by = d 时 , (а, Б). e 
别 地 , 当 且 仅 当 存在 整数 x,y, 使 得 az + by =1 时 ,(a,8)=1. 

显然 , 相 邻 两 正 整 数 互 素 . 

(3) #(a,b)=1,B ов, ale. 

(4) (а, На, Бі = ab, 

(5) HERH alel у ВУ, Гаа е. 

(6) E (> 0) ж а, Б 的 公 倍 数 , 则 


k k, k ` 
Саъ) = [a,b 


я 精 讲 


例 1 i a,b,c,d, u€ Z, H ас, ік + ad, bd ВЕЖ u 整除 .证 
НЯ х1 к, ulad. 
证 明 HJ 
(bc — ва)? = (be + ой)? - 4abed, 
故 ау (et egy дас (D 


ú u 


Сота зук, 0—90 ае asas sasi 
HOM s, ЗГА РВ ТОН Жз Si 或 者 同 为 偶数 ,或 者 


同 为 奇数 ,有 多 = sta ae = 都 是 整数 , 即 数 be 和 od 都 被 4 É 
№. 

$12 求 两 个 正 整数 tyl < 7), 其 和 为 667, 它 们 的 最 小 公信 
数 除 以 最 大 公 因 数 所 得 商 为 120. ， 

解 “ 依 题 意 有 
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| + y = 667, 
[х,у] = 120(х,у). 
(х,у) = 4, х= х, у= yd, (х,у) = 1. Рх, у] = xy d, 
FEE 
(ху + yd = 657, 
W = 1204. 
由 于 667 = 23х29, 120 = х3х5, BH dz 大 1, 因 此 d = 23 uk 29. 

A а=23, Их, + y = 29, ху = 120. x (= 5,yi= 24; 

Ж d=29, Мл, + уу = 23, ру} = 120. #4 х=8, и = 15; 

综 上 所 述 , 解 为 x = 115,y = 552 或 х = 232, у = 435. 

#3 É n 为 自然 数 ,求证 : 

А = 3237" - 632” — 855" + 235" 
能 被 1985 ЗЕ. 

分 析 因 1985 =397x5, 且 (397,5) =1, 故 只 须 证 5l4,39714 即 
пр. ЕН 3237 – 632 = 2605, Я, 513237" — 632", X 5 1855",5 1235", # 
5 | А. 

因 3237 - 855 = 397 хб, 632 - 235 = 397 , 故 397 | 3237" – 855", 
3971632” – 235", 而 

А = (3237" – 855") — (632” - 235"), 
因 些 ,397 | А. 

例 4 Илл ЛЕВ, ЕЯ: 

(27 — 1,2" — 1) =2(".”) _ 1 

证 明 ”不 妨 设 mn, 由 带 余 数 除 法 得 

т = gh + (Ü < < n), 
TE 

2" _ 1 = 29148 — 2 425 - 1 = 2n0(2% _ 1) + 2 — 1, 

HEA 2" - 1129 — 1 48 
(22_ 1,22 -1) = (23 -1,71 1). 
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ЕЯ (т, п) = (пи), т г! =0, (т, п) = п, АЙЛ, н з 
0, 则 继续 对 (2" - 1.25 - DERRATE, H 3845 ER А 0 BË, 
Е ША, НЕ KT 1 的 自然 数 a 代替 2, 结论 仍然 成 立 . 


#1 5 Rpa EER 1-7 +$ -1 tU - 3000' 求 证 :4 


能 被 3001 整除 . 
证 阴 | - 


оа + НЕ 5. 
1001 x 2000 1002 х 1999 1550 х 1551 
注意 到 上 式 括 号 中 分 母 1001,1002,…,2000 与 3001 都 互 素 ,从 而 把 
上 式 表 示 成 分 数 后 ,分 于 q DÆ 3001 的 倍数 . 
例 6 证 明 : 对 任何 日 然 数 n ЖЕ, 9 
fin, к) = 2n% + Апі + 10 
都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 的 自然 数 之 积 . 
分 析 若 一 个 数 是 n 个 连续 整数 之 积 , 则 这 个 数 一 定 能 被 n 及 
小 于 的 正 整数 整除 . 由 于 结论 是 否定 的 ,因此 ,首先 尝试 将 日 标 收 
缩 到 很 小 范围 的 自然 数 ,因为 
finsk) 
=3 дд 
=3 n” + nt + 3) – ий (п -1)+1 
=3(n`h + nf +3) (1-1 
ХИ 313 (п + +3), 31 п (пе +1) (п - Г), ЗК п, k), А 
大 mm, 下 不 能 分 解 成 3 个 或 3 个 以 上 的 连续 自然 数 之 积 . 
下 面 表 让 ACn, 下) 不 能 分 解 成 两 个 连续 自然 数 之 积 .如 前 所 述 ， 
nk =3gq+1. 假 设 An 中 可 以 分 解 为 两 个 连续 自然 数 之 积 , 令 
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Ев, Е) = m(m + 1). 

B, m=3r, g% т = 3r+2BFE Зв, k) Хы Зуп, К). 
У m=3r+l hf, п, k)=34 +2,4 (п, Е) = 36 +1 的 形式 矛盾 . 
КЊ, п. ЕВЕР ER А К Н. 

М7 项 链 4 由 14 К ТУНА, ЛЕЕ B 由 19 ВЕНАХ. ПЕНН: УЕ 
每 个 正 奇数 n, 均 是 将 33 METARA nyn + l,e, n + 所, 使 得 上 述 每 
个 整数 恰好 各 用 一 次 JE RRETARA HR. 

HERE HH A 上 的 珠子 依次 标 上 数 :n+ m,n + m 1,7, n + 
т + 13, 其 中 EN, 且 1 专 m 志 18, 由 于 连续 二 自然 数 孔 率 , 帮 只 须 满足 

(n + m,i + m + 13) = 1, 
Е (п+т,13) =1. D 

将 项 链 В ГАЕК Бп от + 1, n + 2 n n tl 
п+т- L, HAW E | 
{п + 32, n) = 1, (2) 


(m + m + 14, пкт 1) = 1. О 
DFF (n + m-1.,15) = 1. Ф 


ЕСА (п ,32) =1, Ш n ATA, n] СН RR, Ar. AWE 
TORA + + т ЮЖ 13 ЕН 3.5 除 时 余数 不 为 LE m 可 取 的 
18 个 数 中 ,至 多 只 有 6 个 被 3 除 余 1,4 个 被 5 除 余 1,2 438 138. 
因此 ,存在 т 满足 题 说 要 求 ， 

Ж KE emng 可 缩短 为 emas. 因此 时 在 m 可 取 的 5 个 
值 中 能 使 n+m 被 3 除 余 1 的 至 多 2 个 ,被 5 除 余 1 的 至 多 1 个 ,被 13 
整除 的 至 多 I 个 ,存在 着 满足 题 设 要 求 的 m. 

例 8 设 5=11,2,3,4,…,2801i. 求 最 小 白 然 数 п 使 得 5 的 每 个 
有 n 个 元 素 的 子 集 都 当 有 5 个 两 两 互 素 的 数 . 

分 析 ”考虑 如 下 集合 :4 =15 中 一 切 可 被 i 整除 的 自然 数 | ,其 中 
2,3,5,7.i A= AsU AAU ALUA ЯН FE JE i 4 中 元 
素 的 个 数 是 216. 由 于 4 中 任 取 5 个 数 必 有 两 个 数 在 同一 个 A; 中 ,从 

ПЕ АЕ, РЕ n>217. 
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下 面 证 明 任意 含有 217 个 元 素 的 子 集 中 均 有 5 T 31) Е, Л 
此 考虑 下 列 集 合 : 

B= 入 和 中 的 一 切 囊 数 | 

В = |22,32,5,7,112,132| 

В. = |2 x 131,3 х 89,5 х 53,7 х 37,11 х 23, 13х 19; 

В, = {2x 127,3 x 83.5 х47,7х 31,11х 19,13 х 17! 

В; = {2х 113,3 х79,5 х 43,7 х 20,11х17: 

В, = 2х 109,7 х 73,5 х41,7х23,11х 13! 

容易 知道 В, 中 元 素 个 数 为 60.2 

B = B, U P, Ú B, U B4 U B; U Be, 

则 p 中 元 素 的 个 数 为 88, 从 而 S 中 p 以 外 的 元 素 个 数 为 280 — 88 = 
192 个 .于 是 对 S 中 的 任意 217 个 数 , 有 217 - 192 = 和 站 ,因而 存在 1; 
<6, 使 得 这 217 个 数 包 含 i 中 的 5 个 数 ,这 5 个 数 是 两 两 互 素 的 . 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 п 是 217. 

例 9 a,b 是 非 负 整数 , 问 是 省 存 在 整数 p ,9 使 对 任意 正 整数 n, 
p + na tj q + nb ER? 

Ж ”回答 是 肯定 的 .车 aa = 0k b= 0, НЯ p= a = 1.4 ab >= 0, 


记 a,b 是 最 小 公信 数 为 m,r= 局 ，s = р Я ЯК, 8) =1, 于 是 存在 整 


数 x,y 使 
m+sy=1, D 
令 р=л, = - у, ВНЕ n, iE а, = (p+ na,q + nb), JH 
d. lr(p + па) ~ s(q + nb), Ва, | р — sq + n( ra — sh), НОЧИ 
m — 54 = 1, 
而 ra = Ф = т, AE, 11 НГ d. =1. А ЕЦЕ n, (рела, д 
+ nb) = 1 命题 获 证 . 
例如 对 任意 给 定 的 上 自然数 АСЕР Т) оп, пл +1, .n + k ВХ 
会 倍数 为 Q (n), n C€ М. VF HH. FELASA п, 848 Q (n) > 
O(n +1). 
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ШЕВ < а= г: -1,rz3rEnw, 我 们 让 明 对 这 样 的 = 有 
O(n)> O(n+1). 

lim=[n+1,n +2, n + k], H F = 1,23, 6, (а, 3) 
= (3,1) = 1, АЯ Сп, пкр) 1, р 1,3,7, А. TE Обл) = пт 

ЯУ а+Е+Т = | + 上 被 上 整除 ,m Жл+1= k! 整除 ,从 而 
W ВН ЕДЕ m 整除 ,也 能 被 n + k + 1 整除， 
所 以 

0{п+1} = п +171 +2, пв пв Е +1] 

min + k+l) 

Ë у 


=[m,n +k +1] = 


从 而 在 r>3,k>2Bj 
Оба +) amta +k + D _ т (| А Etl) 


тп k+l 
< 7 (+31 
<m = О(п) 


练 > 二 十 一 


1. FH -UR u 和 vw нь 9 整除 ,那么 и Ж 
都 被 3 整除 . 

2. 由 数码 0,1,2,3,4,5,6 能 组 成 若干 个 没有 重复 数字 的 七 位 数 ， 
其 中 有 55 的 倍数 , 试 在 55 的 入 数 的 七 位 数 中 求 出 最 大 的 和 最 小 的 数 . 

3. Ж о, Б, с 居 二 个 于 不 相等 的 正 整 数 ,求证 ; а - арў, be- 
вез, сЗа – са? 三 数 中 至 少 有 一 个 能 被 10 整除 . 

4. 已 知 自然 数 a, 5 使 得 和 二 + е ЛЕН а, 的 最 大 公 
约 数 不 超 过 v a+b. 

.证明 :对 任意 整数 n. М 
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б. 证 明 : 对 每 一 自然 数 m, 1978” - 1 部 不 能 被 1000" - 1 EBR. 
7. Та, Б, са т 十 这 样 的 整数 ,使 ат? + bm2 + cm + d BË 
被 5 整除 , 且 数 不 能 被 5 整除 .证 明 :; 总 可 以 找到 这 样 的 整数 п ,使 得 
+ сп? + bn + a 也 能 被 5 整除 . 
8. 求 最 大 的 正 整 数 上 ,使 得 集合 则 ,2,…,10001 的 任何 一 个 41000 
- КЕРЕР ТОСНЫ. 
9. (1) 对 什么 样 的 自然 数 n > 2, 有 一 个 由 n 个 相继 自然 数组 成 
的 集合 ,使 得 集合 中 最 大 一 个 数 是 其 余 п -1 个 数 的 最 小 公 售 数 的 约 
数 . 
(2) 对 什么 样 的 п >2, 恰 有 一 个 集合 具有 上 述 性 质 ? 
10. (1) 设 mm,mEN, 证 明 : 如 果 对 于 某 些 非 负 整数 В.К, kns 
数 25 + 24 +…+r25 能 被 2 -整除 ,那么 пет. 
(2) 是 各 存在 能 被 111…1 整除 且 数 字 和 小 于 т 的 自然 数 ? 


—.— 


п 
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BTH 素数 合 数 算术 基本 定理 


1. 定义 HEK p0, + 1. 如 果 它 除了 约 数 +1,+ 上 pP 外 ,没有 其 
他 约 数 ,那么 ,p 称 为 是 不 可 约 数 , 也 称 为 素数 .各 а 20, +1 На Т 
不 可 约 数 , 则 а 称 为 台数 ， 
以 后 若 设 有 特别 说 明 ,不 可 约 数 (素数 ) 总 是 正 的 . 
2. 没 & EAT 1 ELERS a 的 除 1 以 外 的 正 约 数 中 ,最 小 的 
正 约 数 g 是 素数 ,并 后 当 о 是 合 数 时 ,有 qava. 
3. 算术 基本 定理 ” 若 不 计 素 因数 的 次 序 , 则 每 一 个 大 于 1 的 整数 
а 都 可 以 惟一 分 解 成 这 因数 乘积 的 形式 , 即 a = phi раро, НН 
pipa pa, ;Pi BARR aay а, АЛЕ. 
从 5 的 素 因 数 分 解 中 ,我 们 又 可 以 得 到 以 下 结论 ; 
(1) n 的 约 数 个 数 为 
dín) = (a) + 1) (аз + 1} Ca, + 1) = Пе; +1). 
(2) n 的 一 切 约 数 之 和 等 于 
(pi + 时 二 所 + 二 


(ph + pht+ + ph) 


t-l pF -1 .... рн 1 
7 pl р 一] p - 1 
„д1 
j=l В; _ l 
(3) Ша, 的 素 因 数 分 解 的 标准 式 分 别 为 a = ра ратро 和 


Б = рб pge ph ,其 中 Ріо». Ps HRM, a; 各 íi = 1,2,---К) E 
ЧЕЙ, Зс z; = пик а, ‚ 3; ), s; = malan В}, i = 1,2,- К, (а, 
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b) = pipz рр, а,Ь] = pip? př. 


例 题 精 讲 


例 1 求 所 有 这 样 的 素数 , 它 峰 是 两 个 素数 的 和 及 是 两 个 素数 的 
25, 

解 ” 设 素数 PP 即 为 所 求 , 因 р 为 两 素数 之 和 , 故 p > 2, Н ҶТ 
数 的 和 为 p 的 其 中 一 加 数 为 偶数 ,这 一 加 数 为 2. 类似 地 可 知 , 当 P Ж 
不 为 两 个 豪 数 之 差 时 减 数 为 2, 因 此 有 p=gy+2,p =r 一 2, 这 里 q,r Ж 
为 豪 数 ,由 于 连续 二 个 奇数 中 至 少 有 一 个 被 3 整除 , 故 p - 2,p p +2 
中 有 一 个 等 于 3 WAK. -2=3 p=5, 即 为 所 求 . 

例 2 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 形 如 4n - ! 的 素数 ， 

证 阴 ”假设 形 如 4n -1 的 囊 数 是 有 限 的 , 设 p 是 这 些 素 数 中 最 大 
的 一 个 ,考察 整数 

P=2.3.5..p-1 
其 中 35.…p 表示 所 有 不 超过 р 的 衣 紊 数 的 乘积 . 因 P 是 44 -1 形式 
HH P>p, 放 也是 合 数 .显然 了 的 所 有 带 因 数 必 须 大 于 p. 由 于 P 的 
ЗЕНА НЕЕ: 4n +1 或 4n -1 形 的 ,而 两 个 4n+1 形 的 数 相 导 仍 是 
4n+1 形 的 ,因此 ,PP 至 少 丰 一 个 4n -1 形 的 束 因 数 , 设 为 gq, 而 q > p, 
ЭРЛ СИВЕР. 

йз Ея 上 EN, 日 2n+1 与 3n+t 都 是 完全 平方 数 . 试问 :Sn 
+3 能 否 为 素数 ? 

ЧЕН 3 25 +1 = А? Зв +1= т, k, mEN, li 

5п + 3 =4(2n + 1) – (Bn + 1) = 4 — m° 
= (2k + m2k - m). Ф 
f 2k – т = 1, НОМ 5л + 3= 2т +1, ЯВА 
(m - D? = ті ~ (2m + 1) + 2 
=(3n + 1) - (Sn +3) +2 =—2n < Ü 
FEB- mel k k DSL Sa +3 Ж, В 5n +3 不 能 为 素数 . 
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Жа 已 知 p 为 下 整数 ,p,8p:+1 是 素数 ,证 明 ;,8p - p +2 tÈ 
素数 . 

证 明 ”对 p 分 三 种 情形 ， 

Ф р=ЗЕ(КЄМ) A p У, р = 3,18 8р +1 = 73 为 素数 ， 
8р2 – р +2=71 EARM, 

№ p=3k+1(kEN), М 8p2 +1 =8(34 +1)? +1 = (242 + 16k + 
3) 为 合 数 ,此 关 数 也 不 合 题 意 . 

3 р=3 +24 Е М 10!) „И 8 р? + 1 = (38 +2) +1 = 30248 + 
32k+11) 为 合 数 , 此 类 数 也 不 合 题 音 . 

因此 ,车 p,8p? +1 ЖЖ, р 只 能 为 3, 从 而 8p*-p+2=71 为 
#5 找 出 具有 下 列 性 质 的 一 切 正 整数 n ,使 集合 in,n+!l,n+ 
2.m+3,78+4.8+5 可 以 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 子 集合 ,并 且 一 个 子 
集中 所 有 元 素 的 积 与 另 一 .个子 集合 中 所 有 元 素 的 积 相等 . 

Ж ”假定 存在 自然 数 n 满足 题 设 要 求 , 即 |n,n+1l,n+2,n+3,n 
+4,n+5; 能 够 分 成 两 个 非 空 的 不 相交 的 子 集 ,其 中 一 个 子 集 的 所 有 
元 素 之 积 等 于 另 一 个 子 集 的 所 有 无 素 之 积 , 则 若 素数 p 能 整除 n,n + 
1,n+2,nt+3,n+4,nt+$5 这 六 个 连续 自然 数 中 的 一 个 必 至 少 整除 其 
中 两 个 数 .因此 ,这 样 的 素数 p 只 能 是 2,3 或 5. 数 n+1,nt+2,n+3,n 
+4 权能 有 素 因 数 2 ЗЕЯ ГИЛЕЯ ЯН 
数 , 这 两 个 奇数 决 不 可 能 有 素 因 子 2, 只 可 能 有 3, 所 以 两 奇数 必须 中 3 
的 整数 次 守 , 然 而 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 差 3 З" > 1, m > ИЖЕ 
等 于 2( 或 -2). 以 上 矛盾 ,说明 满 足 题 设 条 件 的 正 整数 п 不 存在 , 

m 6 求 出 最 小 的 正 整 数 о ,使 其 从 有 144 个 不 司 的 正 络 数 ,县 其 
中 有 区 个 连续 约 数 ， 

解 ” 由 于 的 正 约 数 中 有 10 个 连续 整数 ,因此 ,n 必 是 2.3.5*7 
的 倍数 ， 

设 n 的 标准 分 解 式 为 叶 =22 3 ae Ph M) о1=3, аз >= 
2. а3=1, =. п 的 正 约 数 的 个 数 为 
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4(п) = (ay + Diaz + (as +1) = 14. Ф 
而 (а, +1) (а + 1) (аз + 1) (оа + 1) = 4х 3х 2х 2 = 48, 
因此 (as + Das + 1) +1) = 3, 
在 @5, аб» ``, 中 最 多 还 有 一 个 不 为 零 , 要 使 n 最 小 , 则 有 下 =S,0 达 as 
s2 A 
п = 2.3%. 593 + 79 Í + 115. 
这 里 123,222, аз l, 04221,0 05 2. АЛЯ 
(ai + 1) (05 + 0) (аз + l)la, +1) = 14. 
或 Car + 1) аз +1) (аз + 1) (о + 1) (а + 1) = 144. 
显然 ,过 aema as as Hi, п 最小. 
ЊН 144=2х2х2х2х3х3, Я 5,2,1,1, DE fs + 最 小 ， 
这 样 ,最 小 的 п = 25-32-57-11 = 110880. 
例 7 -TEER ЕАР EWEN Bl ur 3 IN 
数 的 乘 方 次 数 都 不 小 于 2) , 则 称 该 正 整 数 为 “漂亮 数 ", 相 邻 两 个 正 整 
REA HRE” ,就 称 它们 是 一 对 " 李 生 潭 亮 数 ”. 例如 8 与 9 就 是 一 对 
“EE АЕК" 请 你 再 找 出 两 对 “ 李 生 漂亮 数 " 来 . 
Ж BEE п. пк Е ЕЯ”, 4 DERE E 
党 数 ”,4n(n+t +1={2n+1 也 是 “漂亮 数 ". 于 是 ,4n(n+1),4n(n 
+ 1)+ 1 是 一 对 “ 李 生 漂亮 数 ”. 
依 题 设 可 知 п =%8 时 ,n,n+1 是 一 对 “ 李 生 漂 党 数 ”, 进 而 4n(n+ 
1) =288,4n(n +1) +1= 289,288,289 也 是 一 对 "“ 挛 生 漂亮 数 "再 令 n 
= 288 ,又 可 得 一 对 “ 李 生 漂亮 数 " 为 332928.332929, 
例 8 fl(n) 为 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 , 当 р ЖЖ, Кр) = 1 
目 对 任意 自然 数 r,s 有 
Пг: s) = fis) + fir). 
RWE Ки) = п(1 ns109 的 所 有 а Я. 
解 ” 依 题 设 ,对 任何 自然 数 rr ,有 
Кв) _ О, 8) 
Г r š 
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从 而 有 


р" р. P P 
H р 为 素数 时 ,可 得 
К) m 
р" P 


设 n МЕЛ, n = р? pree pge, ДІ 
Ка) obp t) рт) (ep) Ире) 


n PEPI ^^ pis ри р? рен 
Ті mia Mly 
=— Ф +" + 
р! Pi Pk 
НН, Cn) = n Ehr F 
TE] Mia пы. 
一 二 一 于 二 一 = 1, 
Pi Р? РЕ 
"рәр р + ПОВ U ph toe + тріро "РЕ о) 
= pipip рі 


HF popoto p ERER, НОЯ k= 1, m = рт, n = pi, F 
1515 时 可取 ,也 ,党 .从 而 有 

2+3 + $ = 3156, 
即 为 所 求 . 

例 9 设 自然 数 n=6, 求 证 :全 体 不 大 于 n 的 合 数 可 以 重新 排 成 
一 行 ,使 得 每 两 个 相 邻 狼 数 都 有 大 于 1 HANT. 

证 期 IX р, ро," pe moi ЎУЗ НЕЗНА ТАР 
Ж.Н руп < pu АА 的 合 数 如 下 方法 排列 ， 

(i) 将 pipa PaPa a Ph- iP Вл РЕНЕ; 

(П) 所 有 是 p. (2=< =k ТОВАРА T р p; У pp, Z 
HORER ЗВОНИ ARM РЕ ), р 的 倍数 庆 在 pp 前 ,ps 的 倍数 放 在 
Pe D ЈА. 

TM РВАЧ АНБ Ар А АСА Р 1. ПНЖК п 的 合 
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数 均 在 这 序列 中 ,否则 a= n (q € 和 不 在 此 序列 中 , 则 gapin, 
FA. в БРЕД ,命题 获 证 . 


£ > — + 一 


— Я 

1. ЖЕ 37+! - 2+! - 6" ЖЕ, МЕЖ n 的 集合 为 

2. 21600 的 约 数 个 数 为 ,所 有 约 数 的 和 为 . 

3. ЗП п PIH п+1, п +3, n+, 1+9, п +13, п + 15 #8 
是 素数 , 则 n= — o. 

Жак 

4. 证 明 :素数 的 个 数 是 无 穷 的 ， 

5. 证 明 ; 存 在 无 穷 个 自然 数 a 具有 下 述 性 质 ,使 得 对 一 切 自 然 数 
nA zron +a DERA. 

6. а,Ь,с EELER, Н p= а +e,q =b + а, г = +b RE 
ЗЭК, ПЕНЯ р, о, г 中 至 少 有 两 个 相等 . 

7. Б а,Ь,с НЕ, ЛЕВ: 


[a,b,c (а,Ь,с)? 


Га, 010,7 еа] = Са, О, е) еза). 
8. 求 出 所 有 不 超过 10° ERA РУШЕНА и(>2) ЫЫ 
п НЕНИЯ 1< m < n 的 数 m 都 是 素数 ， 
9. 对 任何 正 整数 ,证明 ;存在 相继 n 个 正 整 数 ,它们 都 不 是 素数 
的 等 
Ю. 证 明 , 设 m,nEN, 被 3 的 正 整 数 次 宕 整除 ; 且 1< m < n < 
1986 则 所 有 虞 如 一 -的 数 之 和 不 是 整数 . 


П. BA a >2 RMR Pkt n TER О 
素数 , 则 刀 + 堪 + 对 于 所 有 整数 Oskan -2) 部 是 素数 . 
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练习 一 


一 ,选择 题 

1. № х= 120+ 10962) = |Ak LEDETAL Yc Xi ax 
ЕХ, = 2+1. п, =2т,,т Ez Ш х= 4т, +1, XE п, = 2, – 1. m, ЕЙ, Ш x 
= Ат, - 1, x€ У, ХС, РЕ Х= У, (С). 

2. № 依 题 设 有 MUNCN, У СМОЛА N= MUN. РЯ MI) N= 
M.Y A). 

3. ® х= y - lz - 1. M= (ае -11. H у= —-2(x -5)48 x = – 
+5. T Тасі ЕЯ Я МП Т= irl- eash REC), 


4. № EJ Pc M. МПРЕР,РОМЕМ. (А). 

5. № 注意 到 М, МЯА ЕЈ у, PERAR EKBOT х, у), Зк Е, М 
=]ylyz=- П.А јуу R AD). 

二 填空 题 


б # ШУКИР . | 
7 解 “=0 时 ,中 -0 4 中 元 素 重复 , 履 x20, 叭 OD 
fi ху-1=0, М x= у= 18, х = xy=1,4 Фо = | 


复 ,因此 *=y= - 1. ЩИ xy=1,A= | - 1,0, |, USA | 2 
和 为 0. i 
Е. (1 ОВР ay 2. 
8. № 分 两 种 情形 :1) 当 =0 时 ,ar 一 2r+1 (第 6 题 ) 


=0 变 为 一 次 方程 ,有 x= 方 ; (站 当 az0 时 ,方程 ax? 
-2x+1=0 应 有 相等 实 根 ,政和 =4-4a=0, 妈 a=1, 可 得 等 根 x=1. 故 a=0,1. 


9 М Р) -3,21. 若 m=D0, 则 于 = ИСР; то, И] M= | L|. m = 
时 


l lipi, дни ll 
3’? ‚р = -3,2. К т 的 取 什 所 成 集合 为 汉 ， ЕЖЕ 
10. № НАПВЕС, 7А, MMA x- х +127, 8 х = - 2,5-3. 
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g д = -2 Ht, x +4=2 6 CiM АГП В = С.х = -2 RAME а, 


1 
1 


当 х= 38]. +4 =76 71, 此 时 2y= - 1, = _ 


综 上 所 述 , 知 x=3.y= - 六. 

= ЖЕ 

П.Ж КЕБ, ЛАЗ! -251=5’. 

ПУ В= t М m + l> 2m 一 1. 解 得 m <2. 

ПЕ ВЕ WA m2 H m+ 155, В m > 4. 

ВЕРА, т 2 PE m > A. 

2. М НА- 102. у123=3, 2, А = 1(x,y)ly=3z-2,x=21U 
х,у) узе 25-21 = 142,4) 0 1(x.,y)ly=3z- 21. X B= (ху) [у=3х-21, 
(2,4) Е B FRA АПВ= К2,4)}. 

3. № НА xl -25хаа!, МЫ 

ВЕ уу = 25+ 3.х Е А! 
= iy[- 16 уа 2+3. 

a a2 Hf, Са |115 а, хе А] = 1210 :жа?|!. H CB 得 а= 2а + 3, 
Вр 32 a=3; 


щ оса «28, C= |105: CC BN <а<2; 


г 


д що < ОН, С = 12192241. В ССВ 8 4=2а+3, 81 ay ,这 与 
—2=a <Ü FH. 


综 上 所 述 ,a HREM Я ial y eael. 

14. 解 ” 这 个 命题 不 让 确 ,我们 可 以 举 出 下 面 的 反例 : 取 A=1x,YixER,yE 
RI,B= i(r,y)lxCR,yCR H а? +у 01. 8% CUA=4. 因 (0,DEG, 故 CUB 
= А. МЫ CrU4= GrU ВН (0.0) А, (0,0) а В.М ADB. 

15. 证 明 由 5 .9 ,57 Т», DERRERS с НЮ 
成 立 . 设 它 有 两 个 不 同 的 元 素 $, 了 .由 于 

51555 = ТТТ). T 
7 5 = 5.2 $: =5, WTA PE 725, ТУ. НЫ 5=Т 
的 矛盾 .同样 ,六 == ptT. MH $, = S, = 5, 5 = Т.ІН Т, 
中 有 两 个 为 8,- -个 为 了 ,从 而 
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+ 52+ 5 = Ti + T, + T. 

结论 成 立 . 

16. Ж ШАПХ= ВП Х=АПВЯхХЬАЙВ. 

НАУВОХ=АОВЯЯСАЦВ. 

假设 ХСХ {Наг AC ВЯ ХСАЦВ, М хЕА E xe В. хел НЕ В, 
RIAA АП ХЕ BY X. ХУЖЕ x€ X BL. P x€ Af1 B. ñ X 
САП В. 

综 上 所 述 ,七 = АГ В. 


练习 二 


一 ,选择 题 

J. Я ”根据 弱 法 原理 ,从 甲 地 经 再 地 于 乙 地 的 习 夺 法 有 5x3=15 种 .根据 
加 法 原理 ,从 甲 地 到 乙 卫 共有 不 同 弱 车 法 4+13=19 御 , 选 ([B)， 

2. 解 ” 首 位 数字 不 为 堆 的 六 位 数 有 9x 1 个 ,首位 数字 不 为 零 的 七 位 数 
有 9x 4 他 个 .增加 的 电话 数 为 81 х К. ЕСА), 

3. Ж 区 域 2.4 不 同色 , 先 涂 区 域 ?> 有 了 种 办 法 ,再 涂 区 域 4 有 4 种 办 法 ; 剩 下 二 
种 颜色 涂 区 域 1,3, 各 有 了 种 办 法 ,根据 素 法 原理 ,得 5x4x3x3= ВОН ВЕС). 

4. 解 一个 顶点 分 别 在 正方 形 的 三 条 边 上 时 ,从 四 条 边 取 3 半 ,有 4 种 选 
沾 ; 每 条 边 上 选取 1 点 灵 有 3 种 选 法 ,共计 有 44: = 105 种 ,两 个 硕 点 位 于 正片 
形 的 一 条 边 上 ,第 二 个 质点 在 正方 彩 的 男 一 边 时 ,有 二 个 顶点 的 边 有 4 种 取 法 ， 
在 这 边 上 从 3 点 中 皮 两 点 有 3 种 取 法 ,在 其 他 边 上 取 第 三 点 有 9 种 取 法 ,共计 有 
4.3.9 = 108 种 . 故 共 有 三 角形 108 +108 = 216 т, Б). 

5. 解 ” 考 虚 所 给 的 元 率 较 少 可 直接 列举 出 符合 条 性 
的 全 部 排列 . 

先 假设 四 人 中 的 甲 拿 除 自 己 写 的 贺卡 外 的 三 张 中 的 
任 一 张 ,如 申 拿 乙 等 的 锅 卡 :四 大 中 的 乙 可 拿 内 自己 写 的 
КРИ ЕК К МНЕ. До: Л 
ВУ H Аа J] EDAR: ШЕНЕ ЕЕ, 6р. Хр ГЕ 
HAFS LC BH Z 5 А Е НЯ 260 ВТЕ ЕН 3x3=9 种 分 配方 法 . 
(В). 
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二 ,填空 题 

б. 解 ” 分 三 步 ,依次 将 3 封 信和 投入 邮 答 ,分 别 有 44 种 沾 同 投 信和 方式 ,根据 乘 
法 原理 ,共有 不 同 投 医生 = 所 种 .同样 4 名 学 生 从 3 个 不 同 楼 樟 下 楼 有 3" = 81 
种 不 同 下 法 . 

7. 解 PL x= ys z ЛЯ СЯН А, НМ 2211, ХМ x+ y 
ха, АТ 2y > И, ИЕ б= y= 11. ВЕ у 的 可 能 取 值 分 点 ,列表 如 下 : 


x 可 能 的 取 值 
6 6 | | l 
7 5,6,7 3 
8 | 4.5,6,7,8 | 5 
9 | 3,4,5,6.7,8,9 7 
10 2,3,4,5,6,7,8.9,10 9 


1,2.3,4,5.6,1,8,9, 10,11 


所 以 ,满足 题 设 条 件 的 三 前 形 共 有 三 +13+5+7+98+11= 拓 个 . 

8. Я ”把 立方 体 互 相 邻 接 的 某 一 个 面 记 作 1,2,3, 与 之 相对 的 面 分 别 记 作 
1 ,2 ,3 ,注意 到 相对 面 是 不 相 邻 移 , 可 分 为 三 类 ， 

(|) 一 行 有 四 个 向 排 成 的 有 6 种 ,如 图 所 示 ; 


11 2[|1i]2 |112] 2] 1121121 
| El 
3 
RiT 


(1) 一 行 有 二 个 面 排 成 的 有 4 种 ; 

(№) 一 - 行 有 二 个 面 排 成 的 有 1 种 . 

总 共有 11 种 . 

3. Я ”将 结对 的 整个 过 程 分 为 "个 步骤 , 先 随意 地 让 其 中 -- 人 出 来 , 括 选 
他 的 一 个 配对 者 ,有 2n -1 种 选 法 .再 从 剩 下 的 人 人 中 ,随意 地 让 其 中 一 入 出 来 ， 
挑选 他 的 Ко, № 2n -3 了 种 选 法 ,又 继续 从 竹下 的 人 中 随意 地 让 其 中 -…- 
人 出 来 ,挑选 他 的 一 个 配对 者 .有 25 -5 种 选 法 ,… ,这样 一 直 进 行 下 去 , 即 可 将 
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也 有 的 人 结 为 个 对 子 ,根据 滋 法 原理 ,一 共有 不 同 的 纺 记 方式 


. та — (2)! O _ (2n)! 
(21-1) (2n — 3) 3 1 = тавд о. 


10. Я ”为 便于 计数 ,在 比 10000 小 的 正 整 数 前 面 补 零 ,成 为 形式 上 的 四 位 
数 , 如 将 12 写作 12 ,这 不 改变 问题 的 实质 .所 有 这 些 “" 四 倍数 "( 包 括 真正 的 四 
位 数 ) 中 不 售 数 字 1 的 应 有 久 个 ,这 是 因为 每 一 位 上 到 有 0,2,…,9 等 9 种 可 能 
情形 , 故 所 求 会 数字 | 的 数 有 9999 - gt +1 = 3439( 1). 

l. 解 ” 一 种 情况 是 ,三 位 骑 土 依次 相 邻 ,那么 有 25 种 选 法 ; 另 -种 情况 
R OAA LEIE ,此 时 第 三 位 骑士 就 不 选 得 已 经 邻 座 的 丙 旁 ,也 就 是 说 第 一 
位 电能 在 21 位 中 和 企 选 . :位 , 栋 据 乘法 原理 有 25 x21 种 共有 选 法 25 + 25 x 21 = 
550 种 . 


=. 
12. № ТЕЖ 10 А B ze ОЦ ! 
第 1.2, ORS RRS ; f 55 ВА 位 的 数 2 z 


字 都 是 1, 面 第 2- 142139 j+ 1 СЯН ЖЕ yoyoy 
宁 1. 按 连续 出 现 1 的 长 度 把 符 人 台 题 设 的 十 位 数 集 4 2 2 > 2 
分 为 六 类 2222212 
{ | ) 有 连续 10 个 1, 惟一 的 一 个 ， 
(1) 恰 有 连续 9 个 1, 共 中 1 一 9 有 1= 如 个 ,2 一 10 有 1= 台 个 . 
(И) 怡 有 连续 8 个 1 其 中 18 有 2 个 ,因为 第 3 位 必须 是 2, 第 10 位 可 
E I sk 2; 2—0 8 1=20.4,3-*+105 2! +". 
(iy) ВНЕ, Hii 7 54—610 &# 2 4 ;2—=8 5j 3-9 8 21 
个 . 
(v ) 恰 有 连续 6 个 1. Я 1—6 5 S— 10 AA 2 AIT, 8,49 各 有 
2 个 ， 
(v) НЕЕ НР 1 +5,6- ЮЗ 1, 2->6,3—7,4—8,5—9 
REPT. 
由 加 法 原理 得 
14 1= 143.20 +4-27+5.2+6. 2+2, = 112. 
注 РИВНЕ, 79 ЖА, 
13. №@ (D 把 符合 要 求 的 串 记 作 
Фуу, 
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因为 每 一 个 (= 1,212, КУА РНЕ О яб туга рр 2: 个 不 
同 的 0,1 行 ,除去 全 为 0 的 那 种 情形 ,至 少 有 -一 个 1 的 0,1 АО 23 - 1. 

(2) 由 {1) 知 每 一 捉 都 有 2: - 1 种 不 同 的 选 法 ,而 同时 产生 的 串 可 以 相间 、 
МЕТЕ ИН, ЕН EPAR - 1)". 


(3) 可 构造 a TREA k ýJ 0,1 Bi, Bas, B... Ву 
$ ,如 图. 因为 要 求 B U В, 0-00 B, al 0, 0, e, doo, 1, 
= 8, 使 $ 的 每 个 元 素 全 少 属于 基 个 子 an0, Don 1,1, Q, 
集 . 这 样 ma 个 长 度 为 上 的 0,1 昌 的 每 e e 
-个 至 少 有 - S 1. M В,. Bgo Вк a }, 0 


都 作 了 不 同 的 标记 ,因此 S 这 样 的 上 
个 地 集 选 法 有 (2 关 - 1)" 种 . 

14. 解 МАНВЕ5, SPETA a НЯ РАА rP-- S ЕЯ: a € 
Aag Brag A aC RB aE A В оЕ В. АЕ SHA п ТА, ША 3" 种 方 
法 选择 集合 4 МВ. М Г A- RBAN ЧНЕЯЯТОХ. МЯАОВ-= 5$, А-В 


МБ МАЕ B= S.M sS 的 子 集 对 {并 对 sk l, ННВ n = 
6. S 的 子 集 对 有 365 个 ,相对 的 有 365 种 符合 是 设 要 求 的 分 法 . 
5. Я ЖЕНИЯ у УЖАШ ГА BRE D 
A DA, C FHAIDE ME, AADC 等 为 等 腰 直 
角 三 角形 ,图 中 各 节点 上 标的 数字 表示 动 点 PA 
访 节 点 时 所 有 不 间 的 运动 路 线 数 , 自 4 С 
求 运动 共有 
sx3+1lx3= 4 
条 不 同 路 线 . 


(第 151) 


一 .填空 题 
1. 解 ” 若 数列 至 少 有 对 项 ва, аи, Д Е =1.2, lT, aat 


280 


дани AAE A а, HAR Шо, 为 17 个 奇数 之 和 ,也 为 奇数 ,下 


W. 
另 一 方面 ,33 个 数 所 成 数列 


1.1, 1.21... .1.1 
—— — 
16 1 1 16 1-1 
满足 要 求 ВОН EEA 33 项 . 
2. М abe+ N 
= abe + acb + bac + жа + cab + cba 
= 222 (а+рче) 


НЫЕ К — 4 222 的 倍数 2226, НЕК NMAX abe #0), ПИК F N 
+ 1000 因为 sa 是 三 位 数 ) .并 且 222; -和 的 各 位 数字 之 和 是 上 ,这 样 一 来 ,2228 
- 就 是 所 求 的 解 oj . 

НУ N= 3194, № 14х 222< 3194, 19 х 222 > 4194, 于 是 大 可 能 是 15,16,17， 
18. НТ 222х 15 - 3194 = 136, 各 位 数字 之 和 10 不 等 于 15;222 x 16 - 3194 = 358, 
各 位 数字 之 和 为 16;222 x 17 —3194 = 580, 各 位 数字 之 和 13 不 等 于 17;222x 18 一 
3194 = 802 各 位 数字 之 和 10 不 等 于 18. 于 是 k = 16. 所 求 的 abe = 222 x 16 一 3194 
= 358. 

3. f п! = па 1)---5:4-3-2-1 

= 24п{ р – }}--5 
此 时 ,24: n(n 一 1)…5 Е 3 3828 B PR32278 ВР n= 23. 
下 而 证 明 п = 23 Е КЕ КСЕ n. n> 23, ЕН 
ЛГ = kanin- l): (n — 4) = nfn ln ВА, 
HA k> n. AM 25. ЩЕ, с ЕТ НА В, a! 表示 成 少 
У 一 了 个 连续 自然 数 之 积 , 与 题 设 不 符 . 

所 以 ,所 求 的 最 大 省 整数 a XB. 

4. 解 ” 设 "超凡 平方 歼 " 为 abc ВЕ рода + 106 + eY = 1Ota2+ 2 х 
ІР аб +2 х 10 асе + 1052 + 206 + с, ДВА ВЕНУ МКР a +2а+1=(а+ 
17, Я Я: аг, НА a 24, У. 200006 为 四 位 数 , 克 a =4, 8 = Ца) b = 
0. E, ак ВЮ 10000а? + 200 ас + с? = (1000 + с)". ШН (о, с) = 
(4,8).(8,4}. ЖНАЕУ НН 2 +. 

二 ,解答 题 
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5. ПЕЕВ BEMER Y i ag- вю, tg- ag tm- в Х 19 ТЕЖ 
数 中 没有 4 个 相同 .因此 1.2,3,4,5,6 £ НВС ZE 3, ES: 19 个 数 
PEPA -个 数 大 于 6 于 是 ,有 有 

70 > am- п = (ам - ою) + ag- ав) + + Саз – а) 
27+ (6+6+0) + (5+5. 05) + 77 +T (1 + 1+1) = 70, 
ДЕ. akak UE. 

б. # 设 书刊 载 的 履 事 竺 幅 的 面 数 出 先 到 后 依次 为 ар. as ag Ша), 
at apt = 1,2, 301.2 S = Da (+= 12,…,29), 则 第 工人 个 故事 从 奇数 
而 开始 等 价 十 5$;_ 为 全 tf 5 =0}.1 в, а. вз 15 个 奇数 依 忱 为 6; s Gi. * 
а й < i < = 8) ДВА Sa, ть Sa, 177 Sa, -1 分 别 与 За; Sas. . Sa. 
EA FE ЛА H m, < a, т l. 9, < а, = Lee, а < - l, а: < ЗО, 55,51, 
e, Sahab A 7 TAR. REA 3. Х Ча, а, во АКЯ 2,4,6, 
`*-.30.1,3,5,-*° ,29 时 仅 有 Sie, Satt Sa EA R, НУВ 23 AERAR RE uj 
能 有 23 个 故事 是 从 奇数 编号 的 面 起 头 的 ， 

7. М (和 到 xzx=ly=8 即 可 . 

(2) BREE x, у 988 = x < уж 199 ,EN 满足 题 意 要 求 , 则 2 < 
ху + x= xy + y. НЕ, # 

уха (у) (zy + x) > (z + |)2 — x = 2x < 1, 
Я) у> 3х1. Р 9912 y>3xr+123x998+1. ЖИ. КРАЯ. 

8. 证明 显然 ара рол, ЯВА z. = 001 
== 19), РЕ ry = 0. МЕ. ЛЯ z, > x, >с > wam xə Н x) > хо, Ш k > 3 
时 ,有 хаар ә др, 

Хро E Жк - м. 

£ mel A roal. FE nga 2, хив 3, х1) 225, х 28, e 13,778, р ра 
6745, ху > 10916,13 t ху < 10000 ЖЕ. х = 0. 

9. WERA о, р, d ННЫЖЖ, Н п <а<ьес<а<(п+ 1). Ш, ab 
< ed, ас < bd. r ad = be, M| 

(а + dY - (a - dy: = (b + ey Б e). T 
因为 d-as ce- Б> О, MARTH ата b+, R. 
(4-а)? > (аж d): - (b + e) 
= (ожакъ саъб h — £) 
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ааа чне> Дя?, (2) 
x й а<(а+1)№- n = 2n +, 
可 得 (2-0) = 42. 8) 
ОБОЈЕ , 故 ad 关 be. 由 上 述 证 明知 命题 成 立 . 
10. 证 明 ФН 


Мр+Ма=з- r 
5+2 pg + 42 = з + r— 2 (2) 
elst r- p- aY = pg + Pr + 28 pgr). RY 


ЗАЛОВ AUEREN , 故 ” mr 是 有 理 数 , 设 a= У pqr 代 人 人 @ 得 


гра р y, 


故 yr 是 有 理 数 .注意 到 -> 是 正 整 数 , 故 r 为 平方 数 . 同 理 可 证 p,q 也 是 平方 数 . 
П. 证 明 只 需 证 明 存 在 正 整数 *,y, 使 得 1< x< y B zy> m> x(y- 1). 
因为 此 时 忆 x ,y 为 边 长 的 矩形 满足 题 设 要 求 . 
设 ет < (k + 1 六 ,分 以 下 几 种 情形 : 
()м= А, $ х=Е- Бу=й+2, k>4, 8 
= р Е- > m > |= абу — 1). 
сасык) 5 х= К,у= +1, 624,295 
ху = ЕЕ + 1) > m > É = x(y- 1). 
(Ñ m= k(k+1). х= А-1, у= 6+3, М 14,4 
xy = k + 2k 2-3 > m > 2 + E - 2 = x(y - 1). 
МКА У 1) т< k+l. S x=y=k+t, М 153,8 
=(k+1) > m > k(k+ 1) = x(y - 1). 
i EBE ФЕ. 


12. 证 明 # a DAR Mejl), b= (2-1), с> >а. B 


2+ 22: а YBM, с = 2 = s 1, о, В c> b> a Не 
= а + 62, S EPDE ,命题 成 立 . 
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练习 加 


一 ,选择 题 

1. # ”根据 定 祥 ,集合 4 中 任何 - -个 元 素 在 集合 总 中 都 有 惟一 的 元 素 和 
它 对 应 , 故 (D) 不 正确 .定义 中 并 未 要 求 集合 下 中 每 一 个 元 素 都 是 集合 4 中 元 
素 的 像 , 故 (A),(B) 不 正确 ,(C} 旦 正确 的 .应 选 (C). 

2. № EAF, RS 4 中 元 者 0 在 下 中 没有 像 ; 在 {B) 中 集 台 АНД з 
在 集合 B 中 没有 像 .根据 映射 定义 ,(A),(B) 不 正确 ,在 LD) 中 集合 4 中 元 素 2, 
在 集合 BB 中 有 元 素 56,12.18 都 是 它 的 像 ,也 与 映射 定义 不 符 , 故 {D) 不 正确 .{C) 
FARRE, WEC). 

3. № REBR EL ГАНЕ 0ga < z ВЈ а 无 像 , 故 {2) 无 法 构 
成 上 映射 ,(1).(3),(4) 都 能 构成 映射 ,应 选 {C) ， 

4. 解 x 和 下 x) 则 为 偶数 ,或 者 同 为 奇数 . 当 х= ОН, А: -2,0,2 
x= -1 时 ,对 -1 戌 1 各 两 种 ,上 其 4 种 . 玻 总 共 是 3x4= 了 2 个 ,应 选 (C). 

5. # 列表 如 下 : 


6. № ”分 三 类 讨论 :ac dRWAL Tia, be d DRAI, 
1,3,3 №) Я б №; а, Б.с, а ПЖ 1,2,2,3 1 f 12 №, 1+6+ 12 =19 №. 
(В). 

二 填空 题 


7 解 D-t) 


a _ 1 
=i] - ко - 2) +1 


ат) аа уа 
Y x x 
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= 


= 1-2) + 0- "(= т) -2] +1 


1 


x 


=(1- =} – 1-29 +1, 
ДЕ Кя) = x° - x+ 1. 
8 М 令 x= (I+ 5-2, 6 [ -2, + m), 得 y=2,x = ~2, 经 检验 知 原 


方程 的 解 集 为 ! - 


9. № тетте ens 
а-у, 
пения, НТ ВАНЯ y = 060, 
ID). 
10. ж НИ )= 2—1, 
x) = I кво ви 
и =» (x=0,1). 


1. № #-1=2-3И4х-2-3,8 y = 2. 8 0-1) =2. 再 由 2-3- 
24 4x- x2—- 3, 得 x = 1, 2 =3. РЖ Є [1,2] ИИ =, ИДА - 0] =1. 
12. Ж ШЖу>о,Н xz-0B) y=0,X 


_ м (Q + 8)(8z — 42) 


=4, 
Е s +8=8xr- x° E д=2 М, у= 4. ТЯ 0= у=4 Ко B) TB 09 1) 
[0.4]. 
三 .解答 题 
ІЗ. P х= 1-х, 
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Д 1 
glx) = 2-х) 72- (1-х) ` 1+ x° 
于 是 ,有 
gz)) =1- в(х) = 1- 1 = — 
К) Да-а 

14. № (1) х=0 B|, х.х) = 0-00) 0, НОЙ КАТА ЕА НЕЕ 0, 37 
E х0, f(z)= RS хә О, AD SA o- 0. НЯ AORA E 
B 中 任 一 元 素 . 辑 注 足 要 求 的 了 有 5 个 . 

(2) 为 使 x + f(r) 是 偶数 ,x У) ака. НЕ СО) Я - 2,0, 
2 三 个 值 中 的 一 个 ,上 大 主 上 分 别 可 取 - 1,1 两 个 慎 中 的 一 个 ,因此 满足 要 求 的 f 
共有 3x2x2=12 个 . 

(3) x = 人 0 或 1 时 ,x)= Кл) Зы, М 六 中 与 ADRA S НЕЕ. 
Ж-П=А(-1)2)=К). 这样, 当 КОЖЕ, A- DRRR f(1), 而 没有 其 
节 了 法 ,因此 满足 要 求 的 共有 5x5=25 +. 

15. Я Ша(х)=х+а, вух) = х - о. ДР F( x) ANES Др 
[xz e] a НК. ОИ, OOR E SRU F JA ЗЕН 

l Ü = x+ a=], 


Ü = x— a = 1 (I) 
的 非 空 集 ,( 工 ) 可 改写 为 
| - a= х= 1 — 
G < x= 1 +a. (H) 


(1) 当 1+ a< ~a, BI a< TIRT WAONE, RIRA DRERI S 
集 , РО) ЕЛ Й. 


а 1+а -а Та * 
(1) 
[Ë ) 当 1+ а= 一 а, G = - А) rz ,函数 F(xz) 的 定义 域 为 | | 
t! | +a [-а x 


(-a) 
(2) 
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(H) Шах -а<1+а, В - 7 < a <08F,BB1(3) 97, И F(x) 的 定 
ХЕ - а + z]. 
а -a 1+ 1-а x 
{3} 
(№) 4 а= -a. 即 a=0 时 ,加 图 (4) 所 示 , 函 数 F(x) 的 定 闵 域 为 [0,1]. 
„НИВ h - 
{4} 
(V)3M—a<a<l- а, BB 0< a< 广 时 ,函数 定义 域 为 [ a,1 - a), WES) 
所 示 
A а l-a 1+а го 
(5) 
(vi) 234 a=1- a,a= 方 时 ,如 图 (6) 所 示 , 函数 Р(х) | |. 


- l-g 1-0 Хх -a l-g 可 [+а х 
(6) (7) 


(УП М a>1-a Bi a> 方 时 ,如 图 (7) 所 示 , 不 等 式 组 的 解 集 为 @,F(x) 
不 能 成 为 函数 . 


16. ЕО = 401) а, И = 04) = а? (3) = f 


1.1 1,3 
(2) =(-а) т) + 40) = 28 а? Р а= =) =(1- 


а) а’ + a(2a- а) ЖИ ala- (0-2) =0,а= 2. М ДУ) = 


(х) + ДУ) BIE Ba = 0,88 f) 272) +E Дт) 8С) С) = 


1 
=> +1 
ЗАЗ) АС) = А) = ТУС) + И ВНИИ) = (1) 


+1.) =. 
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11. № 令 y=1, 由 (ii} 得 


Кх) = Ах} fl) - Да 1; + 1, Ф 
НОТ 1) = 2,6 AT | 
f(x + 1) - fü) = 1. (2) 


DPE х= 00, НСТ) 
00) = 1. 
УЯТ, ТЕЕ n, 
Кх + n) = flx+ (n - 1011 


DPR 1-0,8 
Жи) = Кб) + n = n + 1. 
НЕЕ m x= m,n= - m, НОЯ 
HO = Ам) – м, 
从 而 fim=m+l. 
综 上 所 述 ,对 任意 整数 mn, 有 Дт) = + MOR. 


х= 一 (mm 为 整数 ) ,由 他 得 


Ке +1) = m + А). @ 
再 在 ( 让) 中 令 x=m,y= 一 ,得 
ДО = (m). ДТ) - Дт) +1. © 
HC. ДО =2, т) = m+1. 可 得 
и) = 1+ 2. © 


ХАС апау 上 ,并 以 La) = 1+1 ХФ, ОКА С) $ 
|. 至 此 可 知 , 所 求 从 Q P| Q 的 函数 为 1 x)= x+ 1. 


练习 五 


一 .填空 题 
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1. ж EDA s> -a РЕНИ, Ц -ag ат - 3. 


2. 解 ВТР 1<423f8- < < -让 бб сз < 人. 而 在 (-- В, 


-ÉE p, 2 ИНН ВОЛ -1 的 值 随 + 的 增 大 而 减 小 , 即 y = Aa- 1) 


EO, -DADEN RETE AA ys Да НИ. 
二 ,选择 是 
3. 解 ЕТ у= а) МН 
图 形 易 知 ,第 三 个 函数 与 第 一 个 函数 关于 原 
点 成 中 心 对 称 , 即 y=- gi - х). (В). 
4. 解 因 记 x+3)= - /(x) i f(x + 
6) = - Ка+3) = х) ,f(x) 是 以 5 为 周期 的 
周期 函数 .又 因 х) АЖ, НМ 0< x< 


ŽE Aa) = x, MWE FC) = ЕВА, 997) 


=/(6x<333-1)= /(- 1)= — /(1)= - 1. 


(O. (第 3 题 ) 
5. 解 >= Кә) p] Fe y T ñ lu y= f(x) +3 向 右 平移 2 个 单位 yaf 
аз, до, -2)+3 一 一 一 ГЗ ва O х= - Ќу+?2) +3 


ЕЕ r 
ЕНИ Е сут 3) -2. 


(С). 

6. 4 хча=х’, у boy AN y=f(x+a)+ b Бр у= f l(x + 
a)+ b Я у = Ка), у = f (г) ТЕНИ Р у = = Xk. Bl 
XF у-ф=х+е 对 称 ,因此 选 (A). 


7. № RERS -r+ = к 2) РЕ 2) = 02+) = 2-7) 
ЕАН. = Да) = 2-3) УС), 又 几 z) 在 (0.2) 上 递增 , 故 
А) 1) 03) (В). 


= жа 
8. 和解 设 0< кд. < 1, 
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К») - Иж) 
= х 28 +3- #18 + 2:3 一 3 
= (хз _ xú (x + x - 2). 
注意 到 在 区 间 (0,1) 上 ,函数 y = z ARER а < ri ад >l > 
1 ,所 以 zat + wa >2, 有 
Ка) - Иж) = (ия - zm )(x8 + sñ - 2) < O, 
所 以 所 x) 在 区 间 (0,1) РАЯ. 
9. 证明 (Пил <, 
Fx- Ка = (дю - (xV + xí + 1) 
= ( x3 一 х3) + (> = xi) 
= (25 — xi])(x2 + духо + xz? + 1) 
= (x, - „Са BA 到 + > 0, 
Е Лаз) > f(x i), В Ех) ЕН. 
(ЕЕ АЕ fÚ x) = Ü 的 实数 x ^Е-- F, Uk xis 9. Н. < х, BË Z, 
К) = Каз) = О ЕАК ,应 有 ар) Ка), РН 
10. № Дон, В 六 - x) = f(x). g( x) НЕА, A а(х) = 
- glx). РЕ 


К-х) [и x}? _ ) 12 а H 
F(— x) = = fi- x)g{— х) уба 二 一 Fix), 


故 yx) 为 奇 画 数 ,其 图 象 关 于 原点 对 称 . 

11. ЯЯ 设 函 数 .f(x) 的 定义 域 在 数 轴 上 表示 甘于 原点 对 称 , 则 Ах), 
A 一) 同时 有 意义 .又 设 рН g(x) 分 别 是 与 所 x) 相 同 定义 域 的 奇 函 数 和 偶 
И ,使 得 


Ш = р(х) + gix), Ф 
nyi К-х) = р(- x) +q(— x), 
Bp Д-х) = -p(x)+ g( z). @ 
НО, О 
р(х) = АЯ = – х 
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дбх) = tA. 


不 难 验 证 , p(x) 和 ф(х) АТ РАНИ РЕК H (D HIS EB АЎ У. 
12. ЕЯ AJA) р(х) а жи, HARATA y = х, 
# (х, Ая) ЧЕ у= ОВ Е, MA Ga), ЙЕ у= gtx) 的 图 象 上 , 即 
有 x=g[f(x)], 因 此 ,可 得 
a+ b= gfiat+b)] = & Ка) Ab)]. o 
x а = gla], b = gLf(b)], 
ЖА ФИ a+ b= g.f(a)] + ДЬ)] = Ка) КЬТ, (2) 
HOAR HH ER h Уу. 
13. 证 明 ” 依 题 设 , 对 任意 实数 r ,存在 实数 riE[ - 1.153638 k. (848 
x = 2k +4 tj, 
所 以 J(-x)= f —2k- x )=fí-—x)=(- x) = xi, 
Кх) = 06+ x )= f(x i) = xt, 
К-х) = f(x), РА f(x) НАРА. 


м. м Was зону P BREER 
REC- w,- 之) 与 [- 士 ,+ =) Е, EE R Simin, 


Fx) _ 14) 的 实 根 必 着 函数 SNR у= х ААВ. MIE: х = 


a ERA а> 0,4525 +5:+1>0,8 х=1. 
15. № xP kCN, 
ПАА) = 3k, Ф 
СС) = ЭА) f(f(f(k)))=3F0k) МЫ 
FBD = ЗР). 四 


车 A1)=1, 代 人 中 得 1)=3, 巴 盾 . 所 以 (1 = a > 1.4B f(F(1)) = fla) 
=3, ВАР BI l< a, М ИП < Да) =З. Я КО =2, (2) = 


时 
A3) = ЗА) = б, 6) = а š 2) = 352) = 9, 
ДЭ) = 3/3) = 18, 18) = 3606) = 2 
27) = 3/9) = 54, (54) = 318) = 81. 


注意 到 上 自 变 昌 由 27 变 到 54 i 27 К, РАДИАН ЛН 54 WW 32 ВІ, ЛИ 27 
29] 


个 数 . 由 Ахен (28) = 55, (29) =56, 30) = 57,7031) = 58, (32) 
= 59, -- ,注意 到 

Әб) = JG x 32} = 3032) = 3 x 59 = 177, 
所 以 FCL + 9) + (96) =2+ 18+ 177 = 197. 


练习 六 


一 ,选择 是 

1. Я М. = (26) (6 xj 的 定义 域 是 [| 2,6]. 5$ 2-2, К 
ЇЕ 4, 19 х= -2 А х=6 9, ЕН ВМА 0. ВСС). 

2. 解 ” 依 题 设 知 抛 物 线 开口 向 下 (于 是 < 0), НЫЕ y 轴 有 交点 (于 是 * 
> 0) ,所 以 排除 (B).(D). 又 对 称 轴 在 y 轴 左 方 (于 是 - 二 < 0) ,可 知 5 < 0. 综 合 


la c0.b < Ü. c >D EA). 

3. БН, Д0, В mi- Эт +430, 该 不 等 式 对 一 十 m € R 8 
立 . 根 据 韦 达 定 理 ,gfm) 是 mn 的 二 次 函数 (其 中 令 g(m)= (о - 12 + (B- 1°). 
СУЕ, тС, (т) ЛМЕ АЕ. (А). 


4. ЖЖ ИБ у=) 33 x= ERR. ВЕН ЛО = (x - 
А-2) > 802) > ДО) СО). 


二 .填空 是 

5. 解 Ш) (а px + д) О ТЕВЕ <€ ЮВЕ И р? — 44 = 0. 
再 由 AD=1438 р+9+2= 1,80 а= -р- 1А p - 49 0 р +270. p= -2,q 
= |. 


6 Ж Ла) = 52-2042 40572 «2,8106, (а) = -20+2= 
2, 可 得 а=0;4-5- <O Ро «Ов, х) 00) = а? - 2а+2=2 28 2-0,2 5 а<0Ж 
Е >2 В а>ан Их) = 2) = 16-80 + а? -2a+2= 21 ADRI в=2,8, НР а = 
2 与 a >4 28.56 Е, а =0,8. 
LR СЕ ОУ l+ Vly - (T+, 
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уро 1= у ss/2. 所 求 值 域 为 [1;21. 
М НАТ? р + 13) + р-р - 1 ЖЕ ДО) > 0,/(1) <0,/(2) >0. 解 
得 р 的 范围 是 ( -2, — 106,4). | 
9, Ж 因为 乓 *) 是 个 图 数 ,所 以 Wa) 是 所 x) 在 区 间 
(= x=] 内 的 最 大 值 . 
`3 а 081. И(а)= 1-а. 4 о >08} МЕТІН: 
DEV 2a 1, М(а)=а; 
АИ 2а 1.1 Ма] = ЛО) =1- a. 


l-a ag}, 
] 


有 q> x 


= 2 ' 
HF a< 方 时 Ма) Уа > 省 时 Мор, a 


Аў Ма) = 


= 二 时 Мо), РАИМ МС) 
二 ,解答 是 
Ю. ЗЕЯ BAREA 
Их)= (+ - Ца же) + (hb + Aix + (ac + bd) = 0, 
TEA (Б) (b - ab с) <0 К) =(а-а)(а- ec)>0. 放 fx)=0 存 在 两 不 等 实 根 . 
11. № 根据 (让, 有 


A 
>. 


о + 26 + 4с = 12. С) 
O BIÉ l R Са ЕВ ГАИ, 
当 a < 08,5 
a — b + c = 5, (2) 
a+ b + c = 4й, D 
HOQ, DRA ERAR. 
w по, 9 
q — 5 +c = ФЙ, 6 
a + b + e = З, 5) 
HOD С), СО НЯ a =4,6 = - X, с = AD. 
(2) 车间 1<1, 日 ec>0 这 时 4 4 авес Зиа b+ сези 
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上 述 各 式 联 立 的 方程 组 无 解 . 
(3) RÈI <H acom eE _ = H a+ b+e-44 Et а-к е = 4И, Н 
上 述 各 式 联 立 的 方程 组 无 解 . 
综 上 所 述 ,ae =4,6 = 4), с= 40, 
2 ж 
Hx xE- æ, U6, + ә). 
Ах) | аазы хЄ[2,4). 
-Ҳх-57+Ю хЄ[4,6). 
如 图 了 及 示 ,可 知 上 <8 时 无 详 根 ;& =8 时 ,有 三 个 实 根 ;< 
ЮУ, k = ЮР 4 ЛЗ; Е > OAA 
个 实 根 . 
3. № irte Ae Ml (х +10 + 323, 58 


{第 D 80) 


Ки) = +3e +b (123). ACARA, a "0 X- 22 = - 5 < АН 
最 小 值 为 (3). КЕ S 
2(3) = 180+ b = 3, D 
К-2 = Жа + = 57. @ 
KADOR 4 а=2,6=1. 
А № Srei- a 时 , 原 式 可 变 为 


у= - а D 
4х >1- a 时 , 原 式 可 变 为 
=l Preta, (2) 


(041-а> 1,8 acti HOR 

Ynn = Yim = Q + a +L >3, 
解 之 得 a< 1+6. 
Mi-as -7 „а> > 时 ， 由 必得 


Yan = Ума = ü 2+3a - 1. > 3 
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A TEET 


DAA са Tt AO OT 


Yain = Yimin = Yamn = (l - aY + {1+ af = 20 +2 > 3 


mI ac- >18. 


A.G. (ü), ЧЕТНЫЕ o, - ВОС, +). 
15. # 依 题 设 , 易 知 
wtr (х0), 
И (х0). 
ас, 
анна) 1, 1 Aab 同 本 ;分 情况 过 论 
在 р’ 
(38 -2<a<ba -1 时 ， 


1 5 
解 之 ,得 а= -5 -= - 1, 


(i) 33 1а < b <2 Е, 
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ін5 


2.19 а=1,6= 
зужосасьів, 
l 
2 _ = 
да — n = bh! 
2р ~ =, 
а 
比方 程 无 解 ， 


АМИ, -lea ОНИ, 
易 风 当 O< oieb 2, -2gag -1< Б «ОНЛ. 


Га _ 
ЯВ, a= 105 а= L5 1 


练习 七 


一 .选择 题 
1. Я соо BD ala- 1) 0 НН a > 0, a < Байка, В af 一 
а} < 0 НН ао а -13 о> НН РМ а< - ИВ. 


2. х) Ка) в Я БО ТТ) s gt =03 OAAR 


1-х |+ 
数 . 显 岂 Aa ARR, НОВ). 
3. 选 (D) 
4 解 显然 xz1. 当 rz>0 且 xz 二 1 时， ГРЕЗ = kaa = ЕЛ. Ж 
(D). 


5. Ж ВІ<а<ь<а П 106,0 „орь dgy ER 
+) = loga < log,b < logt = 2 loga < logh = 1. dogma” < 


log = i, П bga — Іор ља = Іова - oga a = рі: - 


_ 2 _ l-kb А 
lgb +l ов 00р, +1) СОК, ор" 最 小 . 先 
(А). (第 6 题 ) 

6. 解 ”如 图 ,在 区 他 (- w Oi fix ЕБС, + оо) Е, f(x PB НЕ — 1 
cachee Я Да) > Дед а, в, с 不 在 同一 个 单 再 区 同上 , 即 必 有 а<0,е> 
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从 因而 定 有 æ <0 ЎА). 
二 .填空 是 
Т. Ж (о 
ее, 
бех doet +e е-е? 
=£ + ао 3) 
===}. 
& № Н>-39-68=3-7 3-2 2-40-29 BT) F E iA 
r+y=? (D 
2 s-t 一 ` 
另 一 方面 Жау. С) - у, 
ү x=]. 2) 
НОО, Ух, у) = (3,4). 
9. НЕА Са) > НЕ а > (ату Вр 
а > ад", (D 
3 0< a< IOREK a° <2a 8 в << a < L. 
Жах, а? >2а НН a > 2. 
因此 а 的 取 值 范围 是 (0,DU (2, + œ). 
Ю 解 200.91 151.09 <11<2 ВА 2 «4-19 <4-0,91 <8, Am f(4- 
0.91) 4-1. В азь,Хе=А-4) = ДН c> b kk a< bae. 


д+3>0, 
1, 解 юли D 
13 degt, 
由 四 得 x= Zn = р A ao OTR EREGI, BR HAI 
<= <4 
3 解 之 , 知 满目 要 求 的 а 不 存在. 
-prs 
D лег 
=! 
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ВНИИ 六 G E одаи а у = СГС Gyre 
BE, TERA УНИ З. 
ERSA 
ВЖ P oM HE t ca H 
ME 
A с> В, > ес, cb Же) (и - 220, FE (хо) -flea х0 Bl 
ИК) > а), А). 


+À 

нм EH) 224 е = евдар 
(0-00 а +16 -1) = а - D(b + 1). 两 式 相 除 得 (过 = 十, 因 161<1, 训 
122 sO -A АВТ а) 3. 

Б. М Ray) G ,> ERR A(x),g(x) 的 图 象 上 , 故 有 

eD = + = У + D, 
НЯ н 
gla) = Лови + D. 


从 而 pz) = р(х) f(x)= 一 log(3x + 1) -lolx +1) 


L) у. 91.1. 9 


І о 2 
а PI х= Fih pan 二 om 8. 


6. = Ч х>2 и х-1>1, АМ 
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log, (x - 1) < 0, 


从 而 А ЖК - ® 0). A ВСА < ОВ 


: 
ті 0, 
тх +] 
Ep (mx -Dm +1) < O D 


Я m=O, 24 m 0 E, 2 
fix) = (mz — (т + 1) 
= тд? + (тё – miz- 1, 


要 使 x >2 时 ,f(x) < ОНЛ 
m < 0, 
ША O, =” < 0, 
_ 3” 2, А = (m - m) +4m < 0. 


А = (m -m + 4 > (Б 
Ио пе о УИ 1 ORAR. 


п. № Ея ,co yx 
为 
16 — к) = y, 


由 此 得 y = +G - 6}. 


注意 到 yz AR 
== -6 NU 05,0), 


{ 第 17 89) 


其 图 象 屁 拓 物 线 的 一 部 分 .如 图 所 示 , 当 直线 y = ox + -经 过 点 A(2.8) 时 a = 2 МИ 
у= + 经 过 点 ВС, 58, а= 0. O< a < 时 B ERRAI АВ МАНА 
共 点 . 
FEE, M-E сасон, А y= 民 + 汪 与 坟 x) 的 加 每 也 恰 有 一 个 公共 点 
此 外 ,直线 y= ax + -与 上 述 抛物 线 ВС И—В НАТ а =V E 
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_ 6. 
SEFE, а ИЯЧАМЕТК - 15,00,2008 6. 


练习 八 
一 ,填空 是 
t. № 由 x 一 1<[x]sx а] 1-28 
31-95. r> 
Na "| 7 
3! — Sx l 23 
> хае а> 5. 


故 [xz- = 不 代 人 原 方程 有 5x +8-31=048 z = 2. 
2 ВМ [О М 
[ +F 409) +5 > ты ~ 5)(2[z] — > 0, 
хр + 51 = 0 (A x] - Эх] - P) = 0. 


[x) > > , [z] > H, 
有 DETE 8115) = 5, 
[=] = > [x] = п. 
解 得 [*] =2, 或 [xz]=6 或 ?或 & 分 别 代 人 方程 得 
4х? – Ü= 0, я = Е] 
447 - = Ù, x= A, 
Ах? - 20= 0, x= “2, 
4х’ — № = 0, x= xa 
经 检验 知 ,这 四 个 值 都 是 斥 方 程 的 解 . 


3 Ж Erg -1,MU3 [eler рО 1с 0, З Г] = 3 1= 
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LE ral, Mae -iela O- rod- хе 2 рол < ИЗ - [а] = 0 <3;Ë [s 
хе 3 一 [x]=3x REA 3⁄2: -1=3. 所 以 ,方程 的 解 为 NES 
4 解 НВ И -14 


< 1.81 -1l<x<7, 令 y= +, y= ам 
系 中 作出 二 者 的 图 象 ( 如 图 所 示 :). 

EKA. -lerc 时 ,不 适合 际 方 程 , 邻 y, = 
0,18 х=1, И ] =< <3 ЯК. 

ЕР, $ р 2,18 х =5, ИА Зал <5 МЕЖ. 

综 上 所 述 , 原 方程 的 解 集 为 [1.5). А 

5. № BHF uom A (第 4 题 ) 


V m+ m + Vm >V mty m т, 
Ау + ти] > М m + п +y no ]. 


所 以 只 要 求 出 使 之 成 立 的 最 小 数 n ВЕКЕ М Wa, 和 中 的 整数 为 所 求 

AREV nev nida 2 成 立 的 最 小 mW. 显 然 m > 也 又 因 3+ 同 > 小 知 
Уз+/Из+В 2, Ял = М 7+ 9+, TH > ON тм 1+3, М М<7. 

下 面 证 明 村 =6. 也 就 是 证 明 \/ 6+V 6+/6 <3. 用 反 证 法 . 若 V 6+ 6+3, А] 
Verv 6+1 ESATA ES MEERES TA AA: ВМ aV 6+1 V 64/6 «3. 


Z= ЕР, НИНА n+* An]=2 的 自然 数 п 的 集合 是 13,4,5,6:， 
二 ,解答 是 
6. HEHH х=[х] +1 ху = [У] +151. 
[2%] + [2y]= (2xl} + 2151] + [Фу] + 2151] 
= [r] +3y]+ [1х] + [Ziyi] 
[5] + Гаж у] [yis [x] + ix] +y] 4+ [51+ 191+] 
= Jx] + Ху] + Ца! + iyi] 
НО] + [УЕ + 地 和 的 大 小 


П 0615! <=! < м 


301 


[21511 + НН = [xt + iyii = 0, 
MEH е] 01у <— A 
[21 + [Zrt] = + iyi] = 1, 
知 [211] + [iria at H, 
Woeii <} -siy <1 FRE 
[li] + [iyi] = Ца + yt 
МЕ elici geli 
[211+ 21у] = 2,15 +11] = 1 
知 [211] (21 > Паун 
综 上 可 知 ,总 有 
[21х13 + {У} = НЕ dy]. 
故 对 任意 实 xz,y, 总 有 
[2х] + [2y] = [z] + Lx + y] + (4). 
7. № WEKEN k€ N. 
Ут] = 6 
Бб є та (къ 10-1 (m € №. Т) 


满足 全 的 正 整 数 个 数 为 
(k + - № = 3 + 3k + 1. 


ОИРУ 5, Dh 
S, = EGR + 3k +1). 
kENRI,S >0,5, =7,5, = 8,5, =Ш,5, = 20, H 
S + Š, + 5: + Š, = 40, 
RTRA E ЕЖА x = 5. 
$ 证 明 首先 ,因为 对 任意 nCN Anin + 1) < {2n+17, 所 以 2 nint D <2n +1. 
因此 | 
Каку п (= 21 +1+2/ па +1) < 4+2. 


于 是 Jnnt ntl<vdn+t+?, 
从 而 [vn + мп + = dn + 21. 
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НАХ ХНА EN, A 
Уи n+1] < Ав +2], 
则 存在 mC №, 
+жуп+і < m < / dn + 2, 

因此 

2. n(n + lD) < m- Qn + Ú = 2n + 1, 
Вр dnin +1) < [ле - бл+ ОР= 4п(а +1) +1, 
BH ne - (21+ DE 是 自然 数 .所 以 nê- (28 +1)=2n +1, n = 2028 ТО, 
但 不 被 4 整除 ,不 可 能 .于 是 ,对 任意 nEN, 命 题 成 立 . 


9 证 明 当 nz3 时 有 2+T< +) Et? ,再 设 a+1=49+r(O<rs3.9EA， 


41-2 
+ _n(n+I) r F nla) r+lj ntl_ гари 
则 有 9+4 < 和 -内 而 二 241 < 4 而" = q + + BB. 
wa г. рау > ад 


4 
I0. ж 当 x=1 В, РИ -Ua +1 -1)= xi. ЕЕ ГУНН 

EDH х >1 时 ,方程 可 写 为 x(x -了 = |z | В x(x - 1) > x - latet ЕЙ, 
D- Ix < l RT ARASA x(1- x)= В 20H 1- ax > ОРВИ z>04H 
当 Dex<1 时 ,ixl =*, 因 此 得 到 (1-х) = х. РЕНН TE х=0, (1) 4 x< -1 
ВУ, УЖЕ + x (x -De rl х-1<0,НЬЯ =, 2+ хао, Е x =< -2 
х= -2 是 方程 的 解 ,如 果 - Зх < -2 则 jyi =x+3, 而 方程 又 可 写 为 (2+xjfx — 1) = 
Je НН х= —J5€[ -3, -全 .最 后 , 当 *< -3 时 ,有 

102+ Xl- z)I=12+zx НЫ 14 а, 
即 方 程 无 解 .因此 , 原 方程 有 三 个 解 :0, -2, 5. 


1. 解 Язетча, т =л+Д(т,пЕ70жа,9 < 1х1 + L| =a += 1,1 
z+ 一 =тна+п+В етеп В+, = КОА ЗК), ВТ + ke +1= 0,0 
r= (УИА). 

ік =2 06,11 = 1 易 验 证 它 不 满足 所 设 等 式 . 

当 IK13 时 ， *= (4+ 让 -有 是 满足 等 式 的 全 体 实数 


中 -4 不 是 完全 平方 数 ,事实 上 若 尼 -4= 尼 , 则 天- 下 =4 但 涯 下 [二 3 时 .两 个 平 
方 之 差 不 小 于 3 了 矛盾. 所以.* 是 无 理 狼 即 满足 题 设 等 式 的 x 都 不 是 有 理 数 . 
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12. № % (z) = 121+ [4% |+ [6% |+ [8r]; Ах + n) = а) +20 Е-Е 
n 成 立 .将 11000 分 为 9 段 ,每 加 个 为 1 眉 . 当 x ECO, НУРАТ, а ЕЕ х=, 


11113152357 яр. pep £ 
еа атара ае я ВОВ, Ка HE т X hik D T+ 
同 的 正 整 数值 .因此 ,每 段 中 ,fix) 在 1~- 加 中 取 卫 个 不 网 的 正 整 数值 .因此 ,每 段 中 ,f(x) 
可 取 了 个 值 .在 前 10D 个 于 整数 中 总 夫 可 取 齐 丑 x p= 600) КАНОН, 


13. 证 明 0 х) 1х +214 [4х1 + [8х] + 61+ 1305]. 


假设 方程 有 一 个 实数 解 x. M 
Их) = 1235. 
LEA РО) = 2% < BE. 


F= 1238 > рж. 
H аля, РЕН 
195 < x < №. 
Ё у= х – 65, 0<у<і A 
у) = [х – 061+ [2х — 2. 15] + + + [3х – 32 + №8] 
= х) — А19) 
= 123% - 12285 
= 8). 
由 于 0< y<1;, 则 对 一 切 正 整数 4,0< пу < в. МИ пу | п -1. 因 而 又 有 
х) = [y] + 121 + [y] + Ву] + [169] + [325] 
=20+1+3+7+ 5+9 
= 37 < 8 
ЖА. РАЯ ЕВЕ. 


练习 九 
-AR 
—2r _ 29 L; 
LA T= = ВОВ). 
-l=x=1l, -1=x=1, 
2 8 | - lgx + lgi, -) _ 1= x=0, 
xz +], x-i 
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i x=- LAUA). 


各 点 向 石 平 移 8 
3, № y = sn(2z + 6) 77 


ВИ 
——— y= = sin2(2x) = зи Их ВОЗ (С), 


4. Ж Hücreye > А оох > сову. HJ < 1, 所 以 = 205 = злот пх 
tany siycosx gny 
=b <l, вес (х у) > Ба < b < e А). 


5, № 对 于 amsnftsnz), 值 域 为 | - >, >. ,对 于 16 g Тад) к, 5 у= > 
FAGS í -85 ). 


如 图 所 示 , 当 ОЧ, RR y = asin(snx) 与 了 = 1 х 的 曲线 有 4 个 交点 ; 当 * <0 时 ,二 
曲线 公有 2 个 交点 ,共计 有 1 个 交点 , 选 (B). 


(第 5 题 ) 
| япа 
6. № Оса. i 1-выРа< lA I апо < l <; pg Пала C sina )i ) 


1+ sina < 


Пора l + sine ) | = 
lloge + ата) 1 - dne) t. EL loga ssim) (1 ~ sina ) < log ина = = ] < 0, МЫ 
Пов, sainn) (1 一 Sina)1>1. 邦 选 (A). | 

二 填空 显 

7 М Е у= пох + pÉ х = 时 取 最 大 值 或 最 小 值 ,又 PE (0,m), 故 2x 
人 +9= 2 解 得 9= 4， 

$ № 依 题 设 y HRNEK LR A=2X x = p B| y 取 最 太 值 ,x = -~ ож у 
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取 最 小 值 故 六 — (- тю = 25 у, к 208 u > D). 5: "2+ ф=2тқа 1, 
фарса Ане ВНИИ n- n1 роз ВК 


HRA у = ine + — ). 
9. 解 令 p = 2а 
зесх + nr = р, Ф 
secx — anx = 上 G) 
р 
0+2 сх = (+) (3) 
dz _ 1 
D-O tant = -5 (p FÈ 2 


_ 2 . рі _p+1 2 
Р ав мия = „И ока олха 5. 
有 т+п=9+6=4. 
10. М =, р = 2eosx. 


“sæl И, =x; 当 0<#<1 时 ,1 =. 2l 


Xæ -y =L SOR, y y 有 两 个 交点 .又 уз, у #9 
ХИВА РТР у, уз 的 图 依 有 4 个 交点 .加 图 所 示 , 即 方 
程 有 4 个 实 根 . 

1. 解 当 0<8< 才 时 ,0< sing< сов < 1, 因 而 函 
数 y = xs 是 R. ЕО ЖЖ, H singsing < cosgsing < | 而 函数 y = (sngy 与 y = 
(oosgj 是 减 国 数 ,又 有 0< singcoa < singed [ејн 

або броне аріп i < ем , 

RAPHE С. 

2. М 1 у= ож 8 +2msing —2т -2= — ЯР + 2mam) —2m — 1. 2 x == sin, y C 
[0.1].y = ~x tom Эт - 1= —(x - mY + më - 2m — 1, 

要 使 在 所 给 范围 内 恒 有 > <0, AE y 的 最 大 值 在 所 给 范围 内 小 于 0, 分 三 种 情况 ， 

(I m=0,y = — m° + mË —2m — |= -2m -1,#K -2m - 1 < 0, E] mi -六 .有 -了 


{第 1088) 
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< mal. 

(0 m < 1, ума = ne -2m - 1. Е т? —Зт—1<0, 01-2 < т<1+2. РЕ0< m 
€l. 

(mel, та = -2 

ETR, m KEAL- + 2). 

ZEZE 

13, 证 明 В, AA Доле ЗАА = 1. H, A 所 -x)= arccos( — x) -5 = 


n- асов — 5, => -aew = — fÜ x). 


所 以 ,函数 у) ВЕН. 
由 证 当 x 亿 加 二] 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 当 хе ‚+ оо RF, xt + Tx + 5 ляпд Z= 


21022 = -1)>0. 当 кет x” + mx — £ raini x -r)a + ях 


а-а) (6-30) -50>0, 

15. # n HAH свх 20, іп =0. №4 sins = ОВ, oer = 1, = 2k (422), Ч 
dnx = - 1 ВУ, авх = 0, = 2% - > (ВЕЛ. — 1 < sinx <0, WEF ру losa |" + 
lsinxl*=1 (D.B az38F, coss|" < cox, | ма!" < mrfx ñK |cosx |" + | вх |" <1, 方 程 
二 无 解 .于 是 考察 n = 1 时 情形 :ousx -anr =1. 解 之 ,得 snx =0 或 -上 故 所 求 方程 解 为 lx 
|x =2k BÈ 2km — (KEZ). 

16. № ал РДЫ, UPEER р, sin(x+ p Y = sin JK x =0, 0 p2 
= т.д NIPAH x =Ü Jn, ae qË sma =0, 且 仅 有 上 述 的 9 + 1 MERR 
在 0 与 p ZERE in? =0, 们 有 (4g + D — q =39+1 个 值 包括 在 p 与 2 РН, ВМ gr， 
[giles dq =2 М gr, 使 sine =О БАРОН. 

п. 解 原 方程 可 改写 为 方程 组 

p = -E вх, 


y= aint 57x) 
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问题 等 价 于 确定 耳 数 y = -5 loger ER y = sial АСАУ 
如 图 所 示 ,因为 对 任意 实数 * 均 有 1sinx1<<1, 所 以 只 需要 考虑 那些 全 
вх le 1 Ф 


的 х ЖИН. 
HDH T ara? 

l - < 2 3 4 

DES aseli}, -lg < lg <0, sin(Srr ) s0. ЕП < .此 时 


ов HERS y = snsrx 的 网 象 有 4 个 交点 . 
(041 < хе AE tog]. H. 
ялу > Ü D 
力 时 ,两 图 象 相交 于 2x 77 = 154 


Ti | € (ë Е =34. DIREO. ВЗА, 


个 点 . 
(D4 x = | 时 ,两 图 象 岂 相交 于 一 点 . 
ЕНГ, В у =- bez HRS у = ялих ВАС 154+4+1= 199 1 


即 原 方程 上 田 个 实数 解 . 
练习 十 
一 ,选择 题 
1. № 因 sina owa = ща – 1), 207—062, R- eme A(O). 
2 М = 在 第 二 象限 ,有 ousa = Ja = -与 ,tma= -了 ,ang= 玉 ， 
3 1 
tanla — 8) = а пет Е: = 一 了 


选 (B). 
3 解 (sn9 аьр -区 -0 故 sng = -1 或 sng= 2, IN 0 在 第 一 象限 ,所 以 


1- 
了 一 ac | 2 _ 9_ j 
siru? = онд = -去 М 5 在 第 一 象限 ,于 是 ”= = 3 у 2-3. 
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В). 
а 解 извр 有 5 有 .omC 880 пм АС, = šnBoxsB ,B|| iC- 08,9 
сов mE sm 


以 2C=28,C= BER2C+2B= x, + B=- T A ABC 为 等 爵 或 直角 三 角形 . 选 (D). 
二 ,填空 顾 


5. № Е: 


Е sale t = Юж] ARTER ЛИН: inle + )< Т.В 


< lek 02. 
42 


ХХ О х ат, ВТА = + РЕ 
l _ 
в < 


6. з) + ой? = = + — 


将 сов ХУ сов 8$), 
еб + сое = Aesi AP — HP) + сор 
= ео ХУ? + зи Уи) + сов 8 
= {Зв 8 
也 可 得 到 所 求 结 来 


_ эй] ~ мп) _ апд? + cosXP — cos 
7 ж = = созХРапР віл – апі 
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B- 一 апі) 


2 

1. 

> — Sn 
= 43. 

8 # Ne g EAH, 是 Or 


ЕН сов(а +В) = B aD, Tif aina) naD. 
сова = elih + B) – (e + B) 
= cos(2a + Вдеов(а + В} + віп(да + Вика + В) 
3 Ë 4 5 56 


515 B76 
9 № cÀ нов B + on Ú + 2oma Ac Bors Ç 


= Lt ек2 + рс + cos eos Beos С 


= Í+ cost A + BYoostA – B) + о С + ХовАсов Вов С 
= l- cost [cost A — В) - coa C — todoak] 
1- eilel — В) + cos(A + B) - DJoos Acos В. 
= l- cos ZosdonsB — 2eos Acos B ] 
= !. 
0. 解 РНЕ areot( ху) = апінл ~ arctanx ,进而 得 


1 _ 3-х 
ty l+’ 
] 


H х,у 均 为 正 整 数 ， $3- х10,8=10. >3,х 只 能 是 1 或 2 当 x=1 时 ,y=2; 当 х=2 4, 
y= 下 (不 全 要求 AE НЕЙ а = 1 у=2. 


ool -Ag -o -0)] siny -a) 
u 一 半生- -— oe - =. 
с +a) el 7 - Sa =] sin( -0) 


D. № скл cB = Фив -snB= - + ©,07 + О? 2-4 – В) = 
2 ,从 而 lA- В)= ŽO, x D (iA +828) -anl A+ В) = -4 n(A- В) 
310 


(ож(4 – В) -1]= -4 ЗАЛ sinl + в) 


也 可 利用 万 能 公式 求解 . 

= ЕЯ 

13. № nn ап = Зп? сов ок? ой = ЭШЕ. ШЕЕ, ап, 
зб зб 1 


сое сое совббР сов? = (совб сое) (oo сов = 2 (отр + су). (сов ХР 


. ] ] ] ， . 
+в) = +187) +838?) = l-a + 3 (ока ~ 118) + sinl oa | 


т, 51. 
4-74 жа 16 
故 所 求 什 为 
14. WERA 
Заира + 28168 = 1, D 
kirla — 25008 = 0, D 
HD3 За = 1 — 2428 = cosa © 
由 (2 得 быпакова = 2508. A) 


因 о,ВЕ (0,—> И sing, cosa 09 都 不 为 各 二 = 地 得 tan: = с0028. Ё tana = ал _ 


№. о<а< т, AA < Ма Ba += 


也 可 作 如 下 考虑 ; 因 a B ЗВЕРИ 0< +28 < E ,因此 ,只 和 需 证 明 a + 28 WIEREN 
| 或 余弦 值 为 如 余 切 值 为 0 等 .事实 上 ,由 人 和 二 可 得 
osla + 28) = совосовй8 — sinaing 
= Joosia — Заибосова = 0 


a a 
, f дап 1 4 1- (ағ 2 
5. 解 ” 根 据 万 能 公式 ,有 sinz = = р. = 5.0060 = = = 
чат = 1+4 Y 1+? 一 
2 2 2 
1 
1-(= Ў 
—- -2 ai <а< у carge . 因 sin(a+ 且 = 三 <$ BE carcan, 
1+7 


сова + B) = —- РВ oo = osle +B) — а] = oofa + B)oxo + sin(a+ f)sina = - T 
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6. # ©.) =а(1- сокол) Зач + a+ b= - 20802: +6) + 2а + b. IB Є 10, 


K) ТЕ, оо Е 1]. a > 0, Ml 
I асое вит 2 
练习 十 一 
— жна 


1. # ЖЕНИЯ, 


N + 125 1, RE 


x. Tsing + сов В = hin B + 二 -一 二 二 (152). OEL). 


2. Ж | Erne 2. ові = 二 又 根据 余弦 定 
EH = P+ =e BI a+ о З e НИНЕ, С 


EMRE 书 达 定 理 得 a+ b= (kE +5) ab = ЖЕ + М). e= If a? + P: = e= WD. H F 
- ИИ 0 = a+ b= (a + bY -2ab ED = 4+5) - 6k + М) ЛИКИ 222 + 7k — 


О.В k-20- =. k= -ata + b=2(k+5) <O EEH k =L a+b+ 


c =M. ВО). 
3. № EEEE ARIEN 


b- 2 аб 
c чех С-В 
2 са 


Вр Б +02 a° ие) _ — "s ble“ +В) 


=0. 


25 ар 
从 而 可 得 
2 2_ 2 А 
° = Пан (2 + а 0)] = 0 
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зо Хес 0) - -0 
ozr + 00е – bXa -2b – 26) = Ü, 
Aacht, A a - 24 250. У рса? sk b= c, AADO АЯ 
ЖЕ. РКС). 

4. № На Пс 所 组 成 的 三 角形 本 BC 中 ,国有 = 天 + 一 Pe м 


4, A а 4 S _ 
О" -1 从 而 有 on4 = 060—0 1 aa A 6.8 В DAAA CE 


正三 角形 , 即 = P = 局 ,进而 有 a= b = e PAAA Н А. ЖС). 
5. ЖЕ 根据 正弦 定 班 可 得 
(b - а + [a — c)x + (e — b) = Ü. 
AmA 
A = (úa — 4-е — b) = Ü, 
Вр а +482 — « Да +20 — Abe = D. 


所 以 (a -2b + c=0, 有 上 = 9: ° атн A 


3 - 
2 а +С 
В = ае Б Pte- 2 y 
OS 2a Я 2с 
_ Жа + 2) -2 Ҳа? + с) 1 
Rac T Bæ 4 
3'2a 1 
= ga “4 
_ 1 
= 5. 
TE / Bgg. 5 a= e,ZA= СИДЕ sinB ant, 
FRA Z B. Gy НЕЕ ВАТ). 
二 ,填空 是 


6. = 加 图 ,连接 РВ. PC AREL ВАР = Z CAP 
=а.Н РВ = РС. ЛЕС РАВ АУ РАС P ЖЕН 
得 


РЕ = m + АВ – ЭтАВсова , 
РО? = m + АС? — 2љАСоса. (第 6 题 ) 
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于 是 AB.AC 是 关于 x 的 一 无 二 次 方程 
х? – (2тсова)х + (т> - PB°) = 0 
的 两 要 .根据 韦 达 定理 知 AB + АС = 2 тоова. 
7, 解 设 z=r+l,5=nc=za-1 由 余 踊 定理 可 上 得 
(n + D? + n° — (n = 12° 


созб = Hn + llin 
__n+4 
2tn+1)' 
EE . 
п+4 
п+1= а-о р) 


解 得 n=5. 所 以 а=6,5-= 5, = 4, НЕЕ EBI sind :sinB:sinC= а: b: е=6:5:4. 
8 Æ (kmi E АРВ = ЮР. Z ВРС = 120%, 

Z CPA = IA. 
FLS ABC ЕЕ Ж, АК Z ABP + Z РВС = ЄР, 

M Z ВСР + Z PBC = 180 - 120 = ӨР. ТЈ Z ABP = 


РВ 
эт.” РОВ? 
同 理 可 得 -了 = ВС. дүр PC, PA PR 为 边 的 三 角形 的 三 个 内 角 是 40 ,607， 
30 不 可 能 有 钝 前 和 精 形 ) ,从 小 到 大 排列 之 比 为 2:3:4. 
9. № ПАСЕ ЕААВС 中 ,根据 余弦 定理 ,有 
АВ = x° + x° — 27 сов 


所 以 PAsinlO0 = PBsin12(F. m-a = AP" 


= 252(1 — соз80Р) 
即 AB = /2(1— eP) x = хз . EA ABC 中 ,根据 正 ' 
s E JES C 
AQ _ Рин = Py. 
зд sinif 


ETEL А0 = x = АС. 

ÉA АВС Б. АСВ = ЗФ, AC = ВС, AJẸ САВ = Z CBA = ЭР, Ш САО = 
IF - НР=4Ф, Z ACO = kirssa = ЖР. 

三 、 解 管 题 


Ю. 证 明 设 ВАХ = Z CAY = а, М AXY= B,Z AYX = y Ruka = 
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anye СУ an _ ВУ _ чи(а + XAY) CX _ siwa + Z XAY) 
anp AC зау BAY = a + И МУН АВ = suy АС = i .所 
‚ BX- BY _ CX СҮ 
АР = AG 

即 可 得 所 证 

П. 证 明 如 图 ,说 DGP = z, LEG = B. TEA PGD 和 人 POF rh ED = р 
РУ ng 
PG” ал СЕР” 


Дар: 1. (Ph, АК), СЕРЕ (РА +АЕ),Х. РЯ АВ ЧН ВУ РР = 
ӨЕР. РЕ= РОЛИ апа = anf. У. (P < a + R< 9 НЕ z = 8. В PGD = — РСЕ. 

12. HEBB 连结 4, 则 AC = а2 + 2 — оов. НИНЕ ABCD Pd T| Р + 
Z B= 197,6 D= -wB EER A ERI, LA = 97 кВ = 本 于 是 АВ? = АС? + 


B= 2+ 0 Зао 0 +Y A E t EE A AB: r. H| Z = Zx + Их x + дк 
直径 АВЕ y - (+ нс) – 2abe = 0 HHR. 
13. 证 明 АВ c Вр=х,Ар=2,0С= 1, Z DBEC = 6Р4 = INP EAB 中 ,根据 正 


BD DG о вн. 24 _ 
KEA ne = рас ия ние 82 ppt 


TESA H ERRE, AF2 = АБР + BIP -2AD ВРовг/ ADB, A 
АВ = 2+ (+17 -2х2х +0 x = 6. 
而 АР АС =2х3=6, 所 以 АВ = AD- АС. TEARD O AACR, АП АВР = Z АСВ, АВ 


是 入 48C 的 外 接 图 的 切线 . 
а. 解 ” 依 题 放 和 正弦 定理 本 得 


С зм. sp, В. 
bin- = inh с05 + g сква, 
ЕІ УЗИ ent) = + ов + Š авд. 
再 由 余弦 定理 得 
А ие а Фа - Б b + 
N aè = 5 ав ta 2% 
EREA 


дос? [< - (a — bF] = (a + bY[(a – bY + 20а – bf], 
315 


В (а – 20а - Баъ bY + 200 + b2 + 4ab) + с] = 0. 
Ba-ba + bY + 202(а b dab) + t> 0а - b Y= 0,Ëll a = b. ZA ABG 是 等 


5. ЗЕНА HE], A ABC 中 A.B; C = 1:24. Вр A=. В = с = 


了 7 
TSA ABC KRFA, R ХНА, РВ, АСЕ = ДРОВ = Z CBF = 20 , CF = BF, 
H. 


-AD BE СК 


HDD 


所 以 CE = ВР. АГА СЕР ВРЕ A ЕЕ = РЕ. Arik. 
16. ШАН ЖАН 
ВС? = AČ + АВ? - 2AC - ABcosA 
= 1+ -Iree oo0d. 
又 根据 正弦 定理 有 ВС? =4R°a A, FAA 
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l+ 2 _ оз = 4А. (D 


A R=1 ЕН 
1+ 22 — 2е608А = hifi, 
ED её — (2eosA)e + (1 - AA) = 0. A 
HOI oA —УЗытА < c < овА + Вата 
= Jin A + 6). Ө 
ПРА, СФЕ CD | ap. EI Р. 3292 Alt 是 锐角 三 角形 ,所 以 了 在 ,同上 ,有 
АВ = г > AC ` сов А = À. 中 
EE, АУТА ЗУ. 
练习 十 二 
一 .选择 三 


L 解 Е.Р. С.Н ЖИ, ЕР 和 031 不精 交 , 可 见 轩 是 乙 的 充分 条 件 ; 若 直 
线 EF 和 GH 0,11 EF RI GH 可 能 平行 或 异 面 ,由 此 可知 EF СН ЗЕЕ, 
所 以 甲 不 是 乙 的 必要 条 件 , 故 选 (4). 

2 Ж 设 ,5 二 异 面 直线 的 公 季 线 为 直线 1, 则 
与 ! 平行 的 直线 с ВБ а,Ь 成 直角 ( 即 均 与 e,5 成 相 
等 的 角 ), 所 以 这 样 的 直线 с РЖ AO. 

3. ШЕ, 04 中 点 СЕ FG, АС, EG . 
> D, GEL- AB, ВСР 即 为 异 面 直线 Ap Уу Ср CCC ети В 


ДВ, ЕСЕ = 49, ЕН; 为 异 面 直线 EF 5 АВ 所 成 
АВ. 
设 (CD =2а, Е АВ: CD =42:1 ба, GF = 


а ЕЕН GF 3E GF T RE сн- ЕН- Во, H= G- H= a fU an /EPC = 


4 
(第 3 题 ) 


ВН =], ЕРО = 49.000). 
4. HATTERE НЕЕ Т Ipay a, 
ПЕВНО ВЕЛКО. 
首先 将 5x5x5 ВЕРЕ АВК ВАЕ ухх ЗЕ Е БКИ) 
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Жи. 5х3 хз ИВ Sx5x2 Е 5х 3 3 И 2х ВЯ ВНЕ 2) Е 
ATR. IF 3х3х3 P R РАМЕ АЛЛЕИ НИЕ ДР 
Wasa о. ВАН, ñ 3At2 9 ОНУ АКС). 

5. Я 易 见 当 4,8,C,D 共 面 时 (如 图 ),14ADI 
最 小 .因为 人 BD 在 入 -多 间 , 所 以 Р 点 的 轨迹 是 


以 Си, b 为 半径 的 回 张 EFD, PZE 
= Z KD = ВР. АСД АС EFD + МИ МА 


= 4AC- (= ao -六 这 时 ,对 于 ЕЕ) ERF м 
H A P.W PC + PA > А, РС + PA > OM + 
МА, PA > МА. 99 МА ERME. ШЕВ). (第 5 题 ) 

二 ,填空 题 

6. № 其 中 两 条 与 ab 共 面 ,它们 互 为 反 向 射线 , 另 四 条 与 a,b 不 共 面 ,, 它 们 中 的 
任 一 -条 与 a,b 形成 以 了 ТАО ЧР. 

7. Ж 设 АС, ВО ВЧЕНА Е, F E СО ЮЧ С, ЕС, FG, EF МИ ЕС 
AD, P; BC BLEEF ЗЕ АКНЕ: ВС, AD 所 成 的 角 , 有 BGF 等 于 OR РЕ 
A F НН, ЕСЕ = ,EF 62-32-71; HA БСГ = ОН, ЕР =#+7+3.2= 
Ю.В EF — yak 0. BARER. 

8 № РСН NIE МММ МАС AC АСК BMN E: АС 5) ВМ, 
ВОН, 说 正方 体 的 楼 长 为 24, 则 АМ = BV = J5a, MN =a, МЫ cos Z BMN = 


ВМ + MÝ- BW: vl УЮ 
вим = 0 "ОКА р. 


(5 8 00) (25 9 ER) 
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9. 解 EM ВМ: ма = ВУ: NC= DQ: QA = DP: РС= 2:1, МАЙ = АС, РОЙ 
— ACE MNL PQ EER uQ. ме ВО, MNPO 是 平行 四 边 形 .出 AC L ED 
可 知 MN 上 LP, 所 以 四 边 形 MNPO 是 短 形 .于 是 MN = АС = E (em), АР = 1. BD = 


Хот), Sao Pont 
10. Ж E D K JR BCFA КРАЕ СР A СКБ СК а, D, G, E = ВНЕ 


PREKA Mna = Е = "2 ай = О 2 ша шир = Lt a+ B=. 


ER 

1. WA Р.О. 是 半 面 ABC 与 平面 a 的 公共 点 ,它们 都 在 两 平 面 的 交 线 上 . 

В. БН I, ER В н А. В СЕТ а. 1ca, 这 时 确定 的 
平面 只 有 a 平面 一 个 ; 若 со: (А,В,С =н Уг НАВЫК A.B 与 1 共 面 ， 
月 一 点 荆 与 了 确定 一 个 平面 , 共 确定 三 个 平面 :全 4 .8.C 三 点 无 任何 两 点 与 1 共 面 ,这 
НРА. В.С 三 点 分 别 与 1 确定 一 个 平面 ,连同 平面 а 共 确 定 4 个 平面 . 综 上 所 述 , 可 以 确 
定 的 平面 的 个 数 只 能 是 1 个 3 个 或 4 个 . 

13. 证 阴 连结 ME EN AP IM fi MEL ЕЙ АСИЯ MENF 为 平行 四 过 
形 . 设 ММ.ЕР ABS OM| MN EF АР О.а GH Ы МУР ОЖ EF GH, 
MN 三 线 共 点 . 

H. 解 СЕ АМ. СМ. ВО È АВ, CD ВУЗЕ АБМ = СОМ = ЯУ, AB = 
Ср, X М È BD WPA, ВМ = Ри, RAAM ВЕ СОМ ОЖ АМ = СМ. У. МВ AC 


的 中 点 页 МУ LAC. (2) АВ = (D= а, ВБ = Ь,АС= c В, ВМ =} b, AN =E БИА AM 
= +T MV FA = / в Le T 421 2-2. 

15. 解 ЖАРА MJE ЛИ, ВМ, ВЕМ 是 ВЕ, СР 所 成 的 角 . 因 CF = RD =1, 
ВЕН, E E: АС 中 点 ,所 以 本 (= + CF =- I АВ= АБ, АР ВЖ РЕ BD PA, 
ВР = + Вр = +. fE В ЛАВР h, AF = V ABEP =. MF = 32, 8 вм = 
МЕТЕ PP В+ EN ВЕ BME tl: an BEM = EM _ 
G вад «вим -67, 即 为 BE СР 所 成 的 角 . 
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练习 十 三 


一 .选择 题 

l. (© 

2. (В) 

3. 4E P EFE о 上 的 射影 ОЕ 名 ,延长 AG 85 
BC РР AO Я AP EFE 内 的 射影 . 因 РА 1 РС, 
РА: РВ, РА 1 З РЕС, АТ РА | РЕ, НЕЖНОЕ 
FANNE, AO LBC, AEE, ВО | АС, ТЯ P # a 内 
ВЯРА 的 重心 . 故 选 (D). 

4. 设 PP 在 平面 ABCD 上 和 射影 为 0, 因 Р 到 四 边 
的 距离 都 由 等 ,由 斜 线 长 定理 可 知 ,0 到 四 边 距 离 都 相 
№ AE 0 EZA,ZB,Z C, ИРИНЕ (第 3 题 ) 
形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 故 4 pe C 的 平分 线 不 可 ,只 能 重合 或 平行 ,但 O МЕНЕ 
ZA,Z C 的 平分 线 上 , 则 它们 只 能 重合 , 同 理 二 8B MAD 的 平分 线 也 重合 ,可 证 得 对 角 线 
АС, BD ЗЕНА „АС. RD 的 交点 即 为 日 点 .故园 轨 形 ABCD НЕЕ СС) 

5. 在 正方 体 ARD 4, B, G D, 中 ,村 是 楼 DD, 的 中 点 ,NN 是 楼 ВС 的 中 点 ,P 是 楼 
由 马上 的 -点 ,4P= у PD, № 要 的 中 点 已 可 证 得 АМ.1 平面 А,В, ME. OECD). 

— 2:7. 

6. ЕСА РС АС. BC САС, Z СВО, Z CDQ Е АСВ, О 
与 z RRA, ZAC = Xp, Z CBC = 49.12 ОС = h МН СА = 2, CB {2А HLA АВ = 
V 400 +2 déh. X. CD 1 АВ, 


ВТ ПС = в, ЕП CD 与 平面 所 成 的 角 为 O. 
7. № ВСЯ СЕ АВ 为 直径 的 圆周 上 一 点 ; 故 Cp СА. У. Ра 1 тЫ АВС, 
РА. BC. Ait ВС АЫ РАС, С EEE RE ВС 的 长 即 为 点 В 到 平面 РАС RER. 
ЖЕ RA АВС 中 ,出 АВ = 5сп, АС = 2,49 
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= М АВ - АС = V $ - = Aom. 
所 以 点 B рети РАС 的 距离 为 y Лета. 
8. НОЯБ На, OK АС. Х АС Т BB ОХ OE | ВВ, D, ЕВО J. ВЕ БЕ 
i B, RD PREA, S 


BO УБ 
cos ЕВО = pp = ç ' 


9, i$ BE АН AA, T H. BH= ВА, =3/3, АН =3, 由 色 股 定理 求 得 AR<6. PC z, 
АВ ЕЗ z Р OE PTS O ВА] АВ | PA - АВГ, РБ 0 RER AP- 
PB 的 最 大 值 是 6. 

10 ШЕ AB AC ALEAC = 9.1 ДА =x, 在 直角 梯形 АСС, АС? = 
4-(5-х7 FEIA- (5-х ]=4,х=5442, 

三 .解答 题 

11. СОИ, Е РНР о, EEK Н, АН, 
BH, СН ЭНЕР Б.Е, F. 

网 РА | ВС, РВ АС. ЗЕРЕ JE 8) УЕ 
理 . 可 得 АР | ВС, BELAC. H E. 2 ABC ВЗ, PF 
М CFLAR. fE ЗЕРИН, PC | АВ. 

(2) (1), H ЯР Шо 内 射影 , 则 АНТ 
ВС, М АС BC, 是 在 平面 a 内 过 点 4 作 BC ИЕ 
НН, ЖЕН АСЕ. 

12. {Е MPL ВС, № 1 ВЕ, BC. ВЕ JT P.Q, 


МР// АВ, № / АВ, Р МР NQ ,又 № = вм 


2 см = МР. К MPON 是 平行 四 边 形 ,所 以 ММ 


РО, РОСТ ВСЕ. ММ 在 平面 ВСЕ УК, ММУ 
М BCE. 

13. ШЕТ, b Б-да, М Аба. ЖА ЇЕ а 
Пос b ВЕН о, Х офа, НОД аа, НТУ e Efi. 
ЗРЯ Ша, а WE aferat a Haa = b.# b FfER— А, ШАС a, 
a 与 点 4 确定 平面 8. 设 a 门 8= е, Па = е, ое, ос. се, 5 сП 
c = А TAS. 


(第 133) 
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14. (DILA A fE АЕ CD. EER Е, ВЕ о ПУ АВЕ = F.A b С, 
FELA b LAE. Y h | АВ, ВТ b | FET АВЕ. Р CD | В.Е АЕ | Ж АЕ а. АВ 
Ца АВ | в. FTE а | Т АВЕ. РЕ с. Б HEATH АВЕ 有 afb. 

(DAA 5/8, АЕ = CD = 5сп, Н a LAF ЕВЕ АР ЖЕ ЕА # 8 
26 a 的 距离 ,BME ЕЯ 828 АВ. CD AERAR ERA , ПИ ВАЕ = GP nË 
Z ВАЕ = ЖФ. АВЕ = ZAÀAEF = ЖА. ВЕЕР ИННЫ, АРЕНЕ 


此 _ 5 _ 
fE , LABE = Z AFE. У Z ВАЕ = OP BÍ, ZABE = ӨР, AF = Z AFE = Wet 
1043 om). 34 ВАЕ = DPN, ZABE = ЭР, AF = АЕ: = (ав). 

зи ОР 


15. (1) ВС | а, АС E ABAYE o 
AIHE , 0 ВАС 为 АВ 与 平面 a 所 成 的 
Я Е ADL, ВН 4D 门 1= р. BC la в 
вс | АР, АР | 8. Z ABD 即 为 4B 与 平 
面 8 所 成 的 角 , ХАВЬ = 4F, 设 АВ =1, 则 


BD - 2 ik Н ВРС = 45°, Z ВСП =, 
вс= 12 вр- l wga ВС = + AB, {第 15 ES) 


Z ВСА = ФФ, ВТШ ВАС = ЗР, АВ Уо W ЗОР. 

(2) 臣 斜 线 和 平面 所 成 的 角 , Bx: RRR AF IE] A В Е ВУ 26 BT pü, АУ 
— НЯ ЛАО ААР АВС. М. ВАС + Z АВС < Р, ЛЕ, Г АВР + 
ВАС =. К, АВР =43 ,因此 , ВАС 45°, АВ 与 平面 a 所 成 角 
不 超过 45°. 

(ЗН AD | 8, B. CD ЖАР, BC 的 公 垂 线 在 平面 8 А, ВЕ, ВЕ 
1. Z АВЕ BIS АВ 与 1 所 成 的 第 .再 将 CB FRE DE AKER, АР = 1, ВС = 1, 故 


DE=1,AE=(/2. XA АВ = 2, ET ма АВЕ = АЕ 212, Z АВЕ = 45°, РЖ. 


练习 十 四 
一 .选择 是 


I E О ОН i e-l- B ася, 1 ГА О.Е о 
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МЕО // a Æ ВРИЕ ОВ В, a L b. MJ 0А | ОВ. ЛЕ В ЧЕ ОВ' 1 11КЕ 
ОВ. OF 不 重合 ,这 样 ,98 | a, 有 ОВ ОА, Р Ол 1818 0411,0 11, 54 
ВР. (А.В). 


2 М 设 BC 中 点 为 EF, 则 МЕ = 二 AC,NE= 广 BD, 在 人 MNE 中 由 三 角形 


两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 即 知 选 (B) . 

3. № ЗИ За Zp FPO, Za BFA, 
ВТА ТАС L PO FC, ВС, В ВБ | РО 
Р, AD. ШИ АВС #1. BAD 分 别 为 上 与 rc 有 


FRM О, „65. АВС + L BAC = > , X Z BAD 


= Z ВАС, B iü АВС + Z BAD =< L Bl 8, + 8, 


<> ВВ). 

4. 解 ” 折 后 如 图 所 示 , Z BNC 为 二 面 角 的 
EMA, A 0,# A BMC R A ВАС thi, ВМ = МС, MN 
=2BN = 2 NC ,根据 余弦 定理 有 


2 BM CM 
_ 2 BM: - (БМ + МС? — 2 BY ° NC(cos8) 
E 2 BM: 
_ 20 В+ MN) — (2 BN? - 2 BN? ~ 2 BN сб) 
E X В№ + МА) 
_ МА + BN’ cos 
T BM +MY 
_ 4BN2 + BN сонд 
58№ 
4.1 
=5 +5 cos 
MH sin BMC = 0.6 7 cos ВМС = 0.8 = 4 ,二 cos = 0,8 = ФР, (А). 
二 .填空 


з. 解 到 中 心 0 与 下 底面 48CD 构成 ЛЕНЕ 0 - ABCD RENIRIS 
而 边 长 为 a ВЕ 00 = 2 ДЕК За, 06 | 平 而 ВЕ, O'E = 
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00-06 36 。, 设 所 求 二 面 角 为 a, 则 tan = 


OB д а _ = 
Е =43, 2 = G Ёй а = IHF. 


6. М 7751.9 Пл: 

7. B Ня О №, АСТО, , 
Ж М.Н МОИХ РС, АС Ка Mi MO // 
РА. РА | 平面 АС. ТШ МО | ES АС, Х АВ (85%) 


{第 5 题 ) 
AB ЯК АВ |] ММ. 8 ММ | РСЕ 18 AB_LNMN,CDAAB, 有 ММ 1 CD. BT MNL 
平面 РСР, FE MN J МО. MOLN, 0 是 NO 的 中 点 可 知 全 MNQ ЕЕ Е 
ZE, МОО = 45°. CODI FE МЮ Я МОО ЕСИ P - СР – В 
的 平面 第 ,因此 ,所 求 二 面前 P- CD - ВИКА 45. 
8 # ШОО ЗАСНЯТЬ, O, F 
Ас, МЫ РУ АВС, ОЕ, X 
ОО 5 АСЯТРЕ ДЛ О ЕЕ Я RA ADC 


A AD=8,DC=6, 8] 0, = 


О. Е=2, АЕ = AD - OíF = 8 - 2 = 6, М 
СЕ=4. В EF=2, RIA O EF R, O F =2 
72. (第 8 题 ) 
К 0, 0,Е Ф. 
0102 = 0.Р +0 Р = 4+8 = 12. 


Е 0,0,= 2-13 
9 解 ” 如 图 , 设 ВА, ED EFO, ОСТ АВС. 0 C Fi a О # El 
АВС 与 平面 6 的 交 线 上 , 即 OC ААВС Бо ВТ ААО. D fE DH 1. 
OC ,A AHD 是 面 АВЄ Ба ИСИ. 
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Ч 40 | о, ВЕ | а, ÉN AD ВЕ. ЛА, Я B 
ОА: ОВ = AD: BE = 1:2, 
于 是 ОА = АВ = 2. 


Е RAAOC tB, Z OAC = > „АС =, 


Saane = 小 OA - АС = 4 ОС: АН, 
可 得 (s 9 En) 
ан _ DAAC 252 2 

М 43 


Ж RAARD 中， sin Z AHD =- = 2 _ 43 


由 此 可 得 AND = 3 , 88 A ABC 所 在 面 与 平面 e B Rk. — 81 38 #3. 

也 可 运用 面积 射影 定理 来 解 ， 

10. № АСК. PQ 的 中 点 此 载 面 上 ,再 作 BDA Ci 在 此 中 截面 
上 的 射影 RD AG. TA А.С, | B,D,,P.0 在 此 中 截面 上 射影 分 别 为 P,Q, 


由 PO= I. PP. = 00, = 5 РО, =“ É а, PO 的 中 点 旭 PQ, Е, В 


аер вр, 54,0, DRAIN P IFERAN RAE, 
三 .解答 题 
1. № CDR O- 从 线段 平行 出 发 ,出 р 

44 И BB}, COŽ ВВ, AM1 CC, Й 

АА CC 为 平行 四 边 形 , AC ZA C. A AB А 

DC A АСС EB AB C, A C СЕТ ABC; H 

A C FE AB, C. FIE DC FH AB, СВО 

面 AB CA 平面 А, CGD. анх 
解 二 ”从 面 面 平行 出 发 .内 平面 АВР 4 D 

Im A 8 С, Р. МНН AA... CCI 所 确定 的 

平面 与 上 述 两 平面 的 交 线 АС. АС 平行 ,有 A.C. 平面 АВС. В C D / 

AB, A CDA АВС. 所 以 平面 AC DZ ET AB C. 
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FZ МАЗЕД НАЯ, ВВ, М BD Q B 


上 平面 ABC 同 理 Вр, 1 А СЮ. ВИ У 
AB СИЗ А, СБ. 

(2) 设 Вр, БУ АВ, С, РМ А, С, D 分 别 交 / > 
TE, F, ШЕВ EF 长 即 为 平面 45:C УМ р ó B 


AC D MKEK. 如 图 , 设 АСПАр = о, A GI П 


B D = 0 W E.F HB О. ро, ВБ, ZA, ВЕ | B O. ВВ, =1,0 2, 
及 Saos, = L, OB: BE, = ГВ, 0- BE, піў BE- GAR p, p = 3. 


М BD ={3, М EF= BD BE- D, F= 2m AR C 与 平面 41C1D НЮ 


EANG. 

12. 证 明 设 A48=a,CF= DE = х, FO = х, AE = EO = a - х, “АЕО 
Ц, Z AEO = ЖР, AO? = АЕ? + ЕО? = D(a = rY. Ш ОС? = 22. EA CFA tF , CF 
1 EF, XBA 4- EF - DAA ИЯ, CF LPH ABFE, Z CFA = ФР, 
AF? = АВ? + BF? а2 + (a - х), AC = AF + CF = а? – (о - х) + x° = 2а? 


2 2 2 

; ие. OC+AO-AC _ 

+ 2х Jax. 于 其 cos “АОС = 3. 0C- A0 = 
2+2 a-a -2a -2r +20х 1 
22r dala- х) 2 


BZ AOC =120F ETE. 
13, ПАБ fB A- BD СУ АОС = 0, АВ = а, АО 


- -a,m AC 由 条 纺 定 理 即 得 4C = (2 asin £, X EH // BD, AE: EB = m: 


nm 所 以 EH = —" pp 129" E EH// ВЮ, ЕС// ВЮ, E. EH ЕС. ЕЕСН 为 


m + n m + 


平行 四 边 形 . 面 AC 5 BD ЗЕН, TiS GH | ЕН, EFGH ЖЖ SS hi EFGH 为 


_ HG _ DH _— Hë м _ 
正方 形 , 即使 ЕН = НС. М c = ра ni = =, Ж HG = 
an 2 
2 asin 9. n 5 42 ansin = 
_ 2 _ уат 2 _ 29. 8 т 
р ‚Е ЕН = HGE = In Bl т = nsin у, sin у =, 
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ЕЕЗ m < п, №9 = 2arcsin BY , FGH ЕЯ. 

14. WERA {1) 由 54 | TQ a É AB HAES Л AB, A АМ, ААМВ 
HAA AR. МН Ве SM_L ВМ, i ASM 为 直角 三 角形 . 

(НАМ Е SMR, ХАН | Д5, Е МН, ЕЖЕ МЫ |. 
SB. BUZ АНМ Ж EA A- SB - N 的 平面 角 . 

(3A ВАМ = ó, ZAHN = 6, 1Е КА ВАМ Ч, ang = 07, ВЫХ AHN Ф , (апд 


ВМ АҮ ВМ AN 
= в. апф Чап = Wp4 "NH NH МА 


МВ _ SB AN 5М оа = SP SN _ 
X T = 所 以 лапу tand = Sy; = PE 


而 Rt SAB Ф, SRA = ЗР, З = 2. 所 以 tantan = 2, 

15. № WE, jE MM Ар РИ, AF NN L DC ТМ, MM, // NN, / AA. 
又 MN 平面 4C, 故 平面 MM NI N// YE AC. М.М / АС. DM, = DN, = х, 
Я MM = х. ММ, =1-х. МЕ МНЕ NN, F H, NH =1-2x. МН= М.М = 


v2x ,根据 勾 股 定理 ,得 
N 2x) + (1 25)? 


= G(x – 02+ 1 


Ж ММ 最 小 值 为 到， 


(08 15 81) (5 16 88) 
16. № 如 图 , 作 АРВ, ЕЛ 了 D, 作 AE L MN EEA Е. Е DE, 则 DE 
LMN . 故 АЕР ЖЕ а - MN - 8 的 平面 角 , Z АЕБ = GP. 
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АЭ = АЕ әт 
= АС ати” + sing 


J6 
T4 
fE ОР] ВС, BC F Е, ЛЕР NAA A- BC - МИНА. EE ВС, DE 


AFG, GGD = 45, X. DG = DE + EG = 25.4 DF= 十, 故 


tan AFD = 


Z АЕР = arctan É DAR. 


17. Ж TE EH АСТ Н, Е HD, Z DHE A PETRE F AH 
Gp Вр | 
сов“ DHE = В.о = y; 
2х ciy 
HK D -AE – ВОНИ. ТЕ ЭМ L AE ТМ, DM ERARE AC РОМС 
(1)) ЗЕЕ A АРЕ 中 


DM - АЕ = 25am = S Зе = 22, 


3⁄3 1 
有 DM = 2 AF 
_ 33. 1 
2 12+ -1x3 
_ 3, J3 
= > 7 


#AAEC 中 (如 图 (1)), 设 人 CAE = 0. = -可 得 sing= 25/2, 
f3 j. 
tant = s ,有 有 
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MN- АМ - лап = V АР - DM: + tanë 


Ме = 


在 图 (2) 中 ,有 


[第 17 题 ) 
连结 ME( 如 图 (2)) ,NE 长度 与 折 后 的 pw 相等 在 图 (]) 中 ,有 


DN sin NDC 
тб 
2 ME 
2 (и 
(DM + №). / DE- РМ 


2033 + RV- УЗ 


ta |era 


NE= NC? + ЕС? - 2NC · ЕСсоз ЄР 


2 2 _ 19 
= (6)2+1- $ = >< 


РА WEC) ETR , A DMN из 


cos DMN = - WEVE = 


3 /3. > (1 J 3. 19 
ОМ 72 +9 17-525 5 
33.13573 
2х9 7 a 3 
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БО Я ЕАН АЗЕРИ EERI D 


练习 十 五 


一 .选择 题 

1. 解 ”如 果 一 个 棱锥 的 底面 是 正 才 边 形 ,有 旦 项 点 在 底面 的 射影 是 底面 中 
心 ,这 样 的 棱锥 叫 敌 正 棱锥 .对 于 (4A) ,不 具备 条 件 : 顶 点 射影 不 … 定 是 底面 中 
心 ; 对 于 (B) ,棱锥 顶点 在 底面 的 射影 仅 为 底面 和 多边形 的 外 接 区 圆心 ,底面 不 …- 
定 是 正 多 边 形 ;对 于 (C) ,棱锥 项 点 在 底面 射影 仅 为 底面 钞 边 形 的 内 切 圆 攻心 , 
底面 也 不 --- 定 是 正 多 边 形 . 赦 (a)(B).(C) 都 不 正确 .(D) 是 正确 的 ,事实 上 , 24 
四 面体 的 一 个 顶点 在 所 对 面 的 射影 为 该 面 的 垂 心 时 , 易 知 四 面体 三 对 对 楼 两 两 
ЕВ, ХУЖЕ ВЕРЕ ЕН. 

应 选 (D)， 

2?, 解 ”楼 台 是 用 一 个 平行 于 棱锥 底面 的 平面 去 截 得 
的 底面 和 截面 之 间 的 上 几 何 体 , 因 此 各 侧 术 必 交 于 一 纪 D 
是 错误 的 ,如 图 所 示 ,@@ 也 是 错误 的 .由 正 校 锥 裁 得 的 棱 台 D 
UERGE, 596 R) ЯЕ АНАРА, НИ R ЕА, 

I BEIER HE EE t ñu MRS., ВОТ ЕЕК САТ S ht ЛЕ 1812230 

形 的 外 接 贺 出 心 ,底面 多 边 形 有 外 接 轩 (如 矩形), 但 椒 一 

定 是 正 多 边 形 . 故 信 不 正确 .一 底面 是 正 多 边 形 且 一 条 出 

Pea 8 ie i BD УТРУ, (6 2 BH) 
СЕРЫЕ Er BAB tip E, ВО RHEES. IB ie 
台 的 高 与 它 的 一 条 侧 棱 相等 АСО) ТЕ, OEN. 

应 选 1B) . 

3. 解 НН АВС, АВ | ВС, SBI ВС. ЅА = АВ = 1, SB = ВС 
= 2. E H SC huk М BE ] SC. 5С = 42-02 = 2,2 SAC = МР. Ш, Z EDC = 
ӨР. ED) SC M SC l TE BDE,SC L BD. AI BD | SAC, й BD_ ПЕ, BD 
_ CD, Z ЕЯ HUB Е- DB – С РЕВ .应 选 4C) ， 

4. М BEES etu B FIS hiki ТЯ, TEH 

cos APD + coz Z BPD + cos Z CPD = 1, 
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Вр 2 + (Я + сов CPD = 1. 
得 人 CPD = >. 
НТ). 


5. № 在 四 面体 的 表面 上 ,由 点 此 到 六 可 
ВЕН ЛЕДИ К: СГ) АС; СПЕ AD; 
(ПН RC v ) 经 过 校 ВВ. 当 上 述 四 种 情形 
H M 到 NN 的 距离 不 全 相等 时 , 取 其 中 最 小 时, 为 
此 ,不 芒 先 按 { | ) 的 情形 展开 如 图 所 示 , 则 MNmin 
= MN. 述 接 MC, 由 МС? = Ве – вм? 8 Ме? = R 


30°, X Аб = CD = 2a, AD = 2/3а, М АС CD. Вт (38 5 题 
以 ， 
= МС? + СА - 2 MC ` CN cos MCN 
= (4+3) а, 
MN = 4 +43 а, МВ С) СНОВО Г MN = 20. НЫЕ (М) 54836 


( j MAR. 

HERDE, MN 最 小 什 为 2а. ЕСА). 

6. 解 ” 按 题 设 规则 黑白 蚊 行 进 路 线 如 下 : 

如 图 ,白蚁 Ad; A р D, Ci G C — СВ-+ 
ВА. ДЕ. НК AB— ВВ, — B, G, Ср — 
D D— DA kl РЕЖ. ИЛЬЯ А 
点 ,再 度 重复 进行 . 由 1990 = 331 x 6 + 4, B| STI 34 sË 
完 第 1990 ВЕ, ARE CHERE D, =, CD, = 
42. E(B). 

二 .填空 题 (第 56 题 ) 


7. 解 ” 设 正六 校 锥 侧面 的 项 角 为 9, 侧 楼 长 为 1, 则 底面 边 长 = 2isin Ë. £. 
ЗЕЕ S; JE ВИДЯ 9 ,底面 半径 + Гов. 1 在 下 Ханн, кик а 
底面 半径 r 相等 ,因此 218 + = [cos , E|] cos — = 2sin 9 ‚ВР 2 2 


A, 


РЕ 
sinf- 1 = 0, #19 sin $. = l (sin 8 = - о. < -1, $£), 0 = 2aresin 
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13-1 
5. 

3. Ж 由 4 点 在 SBC 上 射影 是 是 全 SBC 的 重心 ,可 知 ВН | 5С. РЖ АВ |. 
SEPH AC 58.8 5 ТЕ АВС 上 射影 为 0, 则 CO АВ, BO AC, O AE 
EA ARC о, ЕВС. № CO 2 AB T. D, ВН ЗК SC + G, WJ 
Z GDC Я If H — AB- СТАН, DEE = ЖР, СО = GP АВ =l, 


则 со = 32, SA = SC = 23 ,所 以 SA: HAB = 242. 

9. ІЧ 如 图 ， 正方 体 的 影子 由 三 个 平行 四 过 有 站 
【有 的 平行 下边 形 可 打 光 线 的 某 些 照射 方 辟 而 晓 化 
成 线段 ) 组 成 ,面积 等 二 入 4 ВС, 面积 的 2 倍 ,所 以 人 4 7227 С, 
"OE УК 4 ВС, 与 光线 照射 方向 与 直 时 ， 
正方 体 影子 的 面积 SRA. H TERE 5 的 最 大 值 
是 (3. А 

10. Æ A P, SF E m. P, Р.Р, БР 
#138, № Pa, Ру, P, 所 放 的 数 都 不 小 于 т, Р. 
P,P 处 所 放 的 数 中 ,有 一 个 狼 比 m K.N P, 处 就 (#98) 
不 应 当 放 m. 可 见 Pa, Ру, Р, 处 只 能 放 т. 再 考虑 与 Pa, Pa, P, 相 邻 的 点 ,同样 
分 析 下 去 ,它们 也 只 能 放 m. 因此 这 个 正 十 二 面体 各 顶点 只 能 都 放 普 .因此 好 = 
m.,M —- m = 0. 

= ЖЕ 

П. (Da. tE СОТТА ВС РО. 
IHZ CC B = Z CC D, 可知 0 fE Z B, CG D, ИЯ 
平分 线 上 . 又 因为 A.B. C ID, ЖЖ, O fE A 
AG Е НЫНЕ E FE. H B.D, LAG 得 
DB ОС. ПЕ BD L FEB AGG, Ш 
BB D, D.] 平面 АС, CA. 

(2HE Ом B.C, T M.EE СМ ДЕ ВА CC, M 


P, Ста. СОМ GM = а НА CI MO Ф, Z 0C,M = 3, 


Є 


(Ж 11 а) 


OF -Ba FE 
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Pd 


СО? = CC - С, 0? = a? -Ha = <a, 
即 得 到 平面 41B1C. BERA a. 

12. Ж Ш, ЕН 54, $8, $55 5 S M ABC 成 
等 第 知 ,5 在 底面 射影 号 ЕЛЕ A ABC 的 外 心 . 
H FARC НЯ — JE Asbi О ВБ 
АС 的 中 点 ， 

这 时 面 ЗАС 这 底面 ABC HER 50, 所 以 面 4 
SAC I Ш АВС. {Е BELAC ГЕ, ВЕ L Ш ACS. 
作 BD L SC РР кр. 850 ВВОДЕ 
可 知 , ED L SC. ЖИ EDB 是 一 面前 4- SC Вр 


РЕНН, X. СА = Z SAC = 45°. PF |Z АЗС = ЖР. (第 12 题 ) 
{E ВЫХ ВЕР H, 
АВ: ВС 
_ ВЕ ВЕ АС р AB 
ап EDB = ED = EC рс “(2 BC 
J2 AC-/2 


=. 2cot CAB = =43, 
w 


所 以 人 EDH = 人 .楼 锥 侧面 SAC 与 SBC 所 成 二 面 角 4 — SC - B 60. 
13. № (DA AB C — ABC RE EH, 4, 4 
АКТЕ В, ВСС, 是 矩形 ,连结 B C, 3E ВС T 


Е, 4] В.Е = ЕС. ЖЕ DE, WAAR С 中 , 因 АБ | “А D 

= ПС, ВЕД AB. X AB Z *EEL РВС, DE C ОВС 

平面 DBC, ,所 以 АВ, Fiki DBC). И нет 
(2) 作 DFL BC, R. г, М pr | ВЕ 4 


B BCC Е ЕР, ШЕК E FD 在 平面 В, ВСС, 
上 的 射 影 . AB, 1 BC, (1) 30 АВ, // DE, ВР (#3) 
Dk | BC. ВС L EF, Z DEF А С - BC- DEHA. 


Ek AC = 1, ML DC = 5. ILA ABC 是 正三 角形 , 故 在 ША РСР 中 , DF = 
Fs 
DesinC= 9, CF = DC'eosC= р. BC 中 点 C6, 有 EG 1 BC. 
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ТЕ ВЫХ ВЕР tH, РЕ? — BE- GF, М BF = ВС Fe = + ,GF =+ ,所 以 EF = 
ұз . 
“o РЖ 


ДЕ _ 
tan,“ ВЕР = ии = 


клея 
1 


и DEF = 45°, РЖ. 

14. ЖЕ Я, О AREP C, E A BC 
中 点 , 连 ОЕ, РЕ, Z OEP RIAH 15 J II EF H 
A OEP = a. Bris PE Fb М h. Bi а, 
于 是 
一 а" 

AR + a° 了 

Е ВО | АС. НЕ ЕЕ PD | 
AC. 作 АЕ | PD, 3% СЕ, РР 平面 АЕС, (第 14 8) 

АЕС 为 二 面 角 4 - PD- СИРИЯ, Z AFC = 有 ,考虑 到 对 称 性 , 连 OF ,在 Rt 
A ОРБ 中 


: _ (ОЕ, 
coste = (рр) 


ко = Lor. PD = ZoD. ОР, 


Jal 1212 
{2 а? 2 
WE x +h 
В, А0128 үгт 
tan > = ta AFC = рр = ah = h * 
м д? + А 
НИВ 
п 2 
+ А 
l- ши? Ë 1-2 7 3 
cosi = 2 = h = а (9) 
1 +, Iam È а? р 4А? + а? 
2 і. 2 3 
h 


НЕО, ОБ. 
15. 证 明 ШО), ИЕ P- АВС 中 ,顶点 A. B, САН A 
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НН 1802. ЖИ РА.РВ.РС Я ИИ BS pu ИЕ JF 4E—- S ЕН 
(2) КВ Р.А, Р, СЯЖЕ,Р,, B, P, ПЕН, P C P TARR. 
^АВС RAP P. P, КУ Eras = flJ ВН BC = АР, = АР, АВ = СР, = 
СР, АС = ВР, = ВР. 


8 15 RH) 
16. № 显然 四 面体 的 四 个 面 全 等 . 设 这 四 个 三 角形 面积 为 8 ,根据 面积 身 
影 定 理 , 有 


50059] + 550502 + Scosa, = Š, 
4 
有 Х сва, = 1. PIE cosa, + cose, + cosas = 1, cosa) + cosas + совок = L, сова + 
+=] 


Сова + СОВО = i, 将 ERAH Ep14 Z cosa; = 2. 

17. 证 明 СЗЗ ВИЖ В АЕ m 条 ,构成 多 面 
{09592 АЯ ЖЕНЕ E п 条 , ИЖ СВЕ У У Р.Е, 
НР ТА НД, М EPI T ПАН ЕЕ, m F = 2E. YV 
па, МЕ = mF. V= mE ЕН ИЖ V+ F = E +2. É F= 

4һ 


20т+ n) — mn 


由 于 亚 为 不 小 于 4 的 正 整 数 ,mm,m 都 是 不 小 于 3 BJ iF 3636 Ш 
当 ПЗ", n 的 值 只 能 为 3,4,5; 


当 Па, a HERSEN 3; 


A m = 5 Hj, F= М n 的 值 只 能 为 3; 


Ш m = 66, F = 元 一 , 则 л 的 值 在 不 小 于 3 时 ,都 不 能 使 F4; 
` m > 6 和 肝 ,没有 符合 要 求 的 n. 
综 上 所 述 , 符 合 条 件 的 多面 体 只 育 五 种 . 
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(于 ) 当 下 =3,a=3, 忆 =4 即 是 由 4 个 三 角形 为 界面 组 成 的 四 面体 ; 
(4 m=3,n=4, 下 =8 即 是 由 8 个 三 角形 为 界面 组 成 的 八 面 体 ; 
(й): т=3, п=5,Р= 20 即 是 由 加 个 三 角形 为 界面 组 成 的 甘 面 体 ; 
(VH m =4,п=3,Р=6 ПН 6 А АЯ НН ДЕННИ ; 
(V) m= 5, п=3К= 12 ВЕН лит ЛЕ; 
(2) 设 正 儿 面体 由 若 十 个 下 m BLR FE п 边 形 构 威 ,其 中 m3, пез, Хх 


E na 边 形 的 每 一 个 内 角 等 了 外 二 ,所 多 面 角 的 各 面 久 之 和 小 于 2x, 从 而 
(n ~ Dr 


т" < Ir, 
m 


B3A3A l l 
яр mt > 


又 因 正 整 数 т 3, пЗ, m, п 不 能 同时 都 大 于 3, 否 划 它 们 的 倒数 和 不 
能 大 于 二 .所 以 m,n 中 必 有 一 个 等 于 3 


当 见 =3, 则 二 + 二 > 本 .从 而 <6. 故 二 =344,5. 

由 于 m,n 位 置 对 称 , 从 而 w=3 时 ,m=3,4,5, 因 此 正和 多面 体 上 只 可 能 有 如 下 
п ВЕ: 

т=3,л=3 ВАЕ ЕЕ; 

m = 3, п = 4 时 为 正六 面体 ; 

т=4,п=3 轩 为 正八 面体 ; 

т=3,п=5 ЊЕ Т: 

т=5,п=3 АЛЕ РИ. 


练习 十 六 


一 填空 题 

1. 解 ” 球 心 在 两 截面 的 同一 俩 ,平行 截面 间距 离 为 Y 252 - Z - V 252 – 207 
= 0. 球 心 在 两 截面 之 间 ,平行 截面 间距 离 为 Y 25 —- P + v 25? - 20 = 39. 

2. 解 ” 设 轴 截 面 如 图 ,圆锥 母线 与 轴线 所 成 角 为 а, M НРА 中 点 , PDL 


о 5 P: 
РМ _ Ра osas PM PD 1 PD у Эрине _ PO _ 1. 


М = == = = pO ` PD. = : E 2 
45, 则 cosa = Бр = рд 0 а= pO PA 2 PO ` Sms PD 2 
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故 сов? о - В виза = 1,7 а = -$ aroeos(/2 - 1). 
3. № 北纬 多 线 是 地 球 的 一 个 球 小 圆 ,其 半径 


r= Воо = T R.A.B 两 处 经 度 相 莽 1, АВ = 5, 


ТЕ 
Н? + К? - (5 В)? 
оов АОВ а 27 (#28) 


设 地 球 表 面 航行 , 船 自 ABEEB ОНИЕ РОСИ Е АВК, AB = Вагосов 


5 


ГЕ 
4. 解 ” 如 图 , 作 轴 截面 .4、B Ы, ЛЕЕ 
为 ,底面 直径 46. 大 球 缺 高 А, h, + h, = 4,h,= 


dhahat, m$ 


h o kh 1 
L h 4 Ф 
= ОЛ? = 4. 2) 


НО, 2 l = 1.L =4, 于 是 г = L = 4, Vl 

Swem = r(rí + а) + L) = Brier). 

5. № WE] AB, 与 Няяя 
r, F 834629 R, Sm = Ar, MN z( R + r)-4 = 
24r, ÍF R+ r=6. ХМ, fa Ул, R - r= 
2, R=4,r=2 EARE t, Н 00, =2 
J3,#E К 00, В "ЕВ ОВ, = 217.04 ОА, L 
ОВ, 0A L OB I BE fi HI 0AL 0B. FE 
tarn ОАВ, =y7. 即 为 所 求 . 

二 ,解答 题 

б. ШЕН УМ, м ЕБС, C EZTA, BAA RA PAR, 
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MJ CH ав, СНІ АВ, Рр CHC | АВ. ДТ С, СЕРИИ МЕ, ET] 
而 在 平面 СНС Е.Р. -点 0, 点 D 即 为 两 图 同 在 球 的 球 心 , 04 为 半径 . 

7. № РАЕН, РС). НТЛ SCD 是 等 边 三 角形 ,06 = r, 
i, "ВЕЛО, 与 ЗС, SD НН R S A.B Ë 8 SC. SD 的 中 点 .于 是 ОА = 
2, 


i Z A0, в= 25 „АЕ Ї 
ПЕАТ ЕА АД АНЕЛ ЕАН, ec, 局 形 半径 即 图 锥 母线 1, 有 
r= 2er,1= SC = 2r. SR BE Lf =+ = r. 这 说 明和 侧面 展开 图 是 个 半圆 ,如 


8} (2) ЗЕЛЕНИ Е, SA = г. АВ = ,可 得 АВ =r. 


С А Š 
В 
D 
D 
(2) 
(#7) 


8. 证 明 过 了 .如 .0 作 球 大圆 面 a ,再 过 ОТЕК, pLa а П = AB. 
# | 不 能 落 在 一 半球 内 ,那么 а, 所 分 成 的 半球 种 有 弧 i 的 一 部 分 , 作 在 平面 
о AKRE L M h PERE a 的 另 一 半圆 内 ,因此 三 必 与 408 55, Нд 
Я СН РС + 0C< h =1<2. B PC + 0C> РО + 00=2, 政 盾 . 

9. ЧЕ 设 最 大 的 载 面 圆 为 了 ,图 心 为 0 ÆRA RR, 在 几何 体 上 任 取 一 点 
P,P Е. AB І НАА. Г N P.A. B ИЕН, 4623 R U| R = R. У. 
ВНК A Rak К = Е. ЕВА JU aji Е — AN] О НТА, 
坟 这 个 上 几何体 为 球 . 

0. E ЖЮЛЯ РА = х, PB = 2х, P, A, В БЕЗЕБ НАРАН 0", А 
B,0'E— Е. AB ООН, OO At PD, Ср, ЖЕНЯ CD 为 
КОН, CD =1. T E 


РС = ¿ | — 5x? (0 < x< Z). 
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ИЖ 


y = 3x + м1 542 
可 变 为 
14z - бух + у2- 1 = 0 
于 是 ,有 


A = fy -4x iH yr -1)=0 


И yey и, х= 2.6002). (вов 

п. 证 明 AE XAY B 四 点 共 图 , АВ 为 定 长 ,. 设 AB = a. НЧ AX = 
47, 与 所 选取 的 平面 无 关 . 如 图 , 设 АХ = AY = b. ЖАБ BX > BY, 作 中 心 为 A. 
FEA b HIZ RBY FZ ASABA. H BZ = БҮ. BD 32 X, Y, Z 所 确 
定 的 贺 的 切线 , 则 


У пах 


ВХ. ВУ = ВХ - BZ = BD 
= АВ - Ар? = а? ` РСЖ). 


(第 1 RB) (第 了 2 题 ) 

12. 证 明 К, AABE 为 锐角 三 角形 ,将 人 4EF А BFD A CED 分 别 洛 
ФЕ ЕР. Ер. РЕ 折 得 起 来 ,得 到 四 面条 $' -BFD{ 如 图 ), 其 中 ç ak E A ABC 
的 二 个 顶点 的 泡 集 点 . 

在 原 二 角形 АВС 中 ,连结 CH ZDE РМ, CH | DE ЖЕН, BI ç 
М, БЕ, HM РЕ. IE, БЕ OFE SMH, A SHL DE Д DEL SUT BEL) s 
H Ем DEF. 
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因此 SAOR 8 — АЕ НИ. НР ЕЕ НАЯ, ВХ УР 
= SO= SR= SA= ST= SV. В СР = CQ = АК = 45 = ВТ = ВУ. 


练习 十 七 


一 选择 题 
$ $ 
І. ЛЕУ $ = ба?, а = A H Via а? = pg PANER S= 


2 „эр 2p {2 т.р JS _ [5 
Ir R+ 22821 = rR ,R= ст? Ч У: = В 2R = 2п 216 N 4х > 


S . ар р. jo _ 4 p / S So 
JŠ Wi; 球 中 S= 40, R =a] gp i Vi = а =-M 36z >N Sa 2 58 


И < V. < У. (А). 
2 解 ” 设 正方 体 楼 长 是 с СВЕН ЕЯ, 
切 球 体积 是 Y, 则 


Ат = 2x, D 

(2К)? = За, 地 

r, @ 
нов 到 = RAO ME a=- 2M as 6 КАО, 5-10 FE = 
10-40606, 300). 


3. м АВК 1 的 两 个 面 的 夹 
# 8 的 太 小 与 x 有 关 ,8 RR, r OK P O < 0 < 9 
时 , СХ) x 增 大 而 增 大 ; 当 6 = ХРИ, ЕЗЕН, 


四 面体 体积 最 大 为 到 ,这 时 х 8, AF < 0 < 180 
时 ,四 面体 的 体积 РО ЕВНА IRS N TGS 小 , 即 此 
时 x BK, РО. S ETA F(x) 在 其 定义 域内 
Жа а IE BO K. (О). 


а. f 如 图 , 04B = Z ОВА = 30°, 0C = — OA 
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二 RR. 留 下 的 水 的 体积 为 球 缺 的 体积 , 球 缺 的 高 а = К, Увы = у С) 
(3R- h)= Srk, Ven = E rR’, В AKRI A НУ Пл, 所 求 的 比值 为 


Te ВКО). 
5. M RERBA r+, 截面 将 圆 台 的 高 分 为 hu, h, 两 部 分 , 则 由 题 设 
Л 
Tahlia nir + r) = Th r: + m + 09) D 
ADESEA ИН ЕКА х, 8] 
Th - @ 
h EN СИ @ 
Q) , 世 联 立 可 得 hy = = 代入 中, 简化 得 
(ri + rr) + 20. г) = (п-т + r°) 
即 20 = тіж. 


3 
故 截面 圆 半径 += 12. ЕС) 
二 ,填空 题 
6. 解 дв-а. АСЕ ВС =2./13.бдв=8, азе Sas 10. Sac = 


4/2 Е ВЕЧИТЕ А, Д V. ас = + R(Sasa + Sase + Se sa 


+ Sasse) = + R(32 + 4 /22) = 16, 解 得 в=16-2У2 
7. ® AB FE BC D ,点 4 到 平面 ВОС, 的 距离 由 为 所 求 . 设 此 距离 为 


A,B V- Be p = Fe- an 0 СС." Sa a = Ё" S A poe ‚ЕЛЕ h = A 


8, 解 ” 设 这 个 六 面体 的 内 切 球 半径 为 ri 有 


L yox пех ха 2? - (Фау. Т 


І ЕТЖ АУРУ HRERS n X 85 


日 四 ,四 可 得 二 = +. 


3 
9. Ж KEEA 
4 ны, 
其 中 为 正四 楼 台 的 高 ,化 简 得 
12 = (а? + $22 = (Ë -gf 2 _ ah 
I 4(a + Р)? T farb? 
EEEN 4 -3a -3b+ b =9, 


(#-3)(6-3)=9. 
На-3з<Ь-3,Ма-з=,8-3=9, и = A. b = 12. ИЕНЕН 


у= - 3(Ë + 12 + УФ x 122) = 208. 


10. Ж БРИ. ABCD КАН, РН 
V м, AO ОА 


Vam = Об. РАО t бА Я +1. 
同 理 , 有 一 - = 1 =k +]. 
Von Vea Yean 
由 此 得 到 
4V 4V 
k 1 ОИ r = - = А 
+ Faca + Voyo + Темно + Vome у 4 
НРА =3. 
三 .解答 题 


L.A Pi Pk ВЕ а, К ВИН А, JLI ДЕ 
这 个 四 面体 的 外 接 平 行 六 商 体 . 由 于 四 面体 各 面 全 等 ,可 得 三 组 对 棱 都 分 别 相 
等 ,因此 对 应 的 平行 六 而 体 是 长 方 体 . 设 此 长 方 体 长 宽 高 分 别 为 a бе, Д 
а + 02 = 261, 
b° + с = 289, 
c + а? = 100. 
解 得 a=6,5= 15. e= 8, 肉 接 人 而 体 体积 是 该 长 方 体 的 -6 ,等 于 120. 
12. Ж КЕЛИМ-ЕКЯЯ a,b,c, A АА БР D DBB Ат, 44 
JPA D DBB' 的 距离 即 44 与 BP 的 距离 ,也 是 直角 一 角形 ARD АФН BED 
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上 的 高 一 全 一 
ia P 
в, левая 
b: = 
ab 
Jap R 
25) = 20 
Ве _ (309 р 900 
btr? Иа 713’ 
а (15р 225 
ПРИ’, 
] l J 
6 
1.13 
т 2 7900" 
тю 
a h: 225. 
解 得 аг = 0 о = 90 НИЯ abe =750. 所 以 P 的 体积 为 750. 


13. №®@ iÈ dy, dp, des dpo TPA A,B, C, D 到 截面 РИМОМ КВ НО 
B da= dp= l. da> d. = 5. Н 40:08 = 让 :dp =2:3. №8 PO E = 0 
– PEN P, 


. CD СА 3 
Sapo : BARD = Ср. СВ = 10` T 
Ло ВО _ 3 и 
设 4.0 BEH RCO ПУ A ha Ai hg uy = тре. 2) 
IH: Q. "ТЕ 
i 1 3 3 
а В 
9 d 9 4 
= 50 am = 10. D 
m -HM 
1 Bl. ` 
Го рем = |, _ nov = 3 Зл PON й = J A PON - Ш. 


НЭ, © Sar = Z. 


同样 可 得 Saw ©. 

所 求 截面 面积 为 Э. 

14. Æ REIRA d 的 线段 AR НТН 5 fE-- Ула РАНА, 
而 且 这 两 条 直线 也 互相 乍 直 ,. 在 这 了 师 条 直线 上 分 别 截 取 以 A.B 为 中 点 ,长 为 a 


的 线段 以 这 两 条 线段 的 端点 作为 四 闸 体 的 顶点 ,该 四 面体 的 每 个 面 的 面积 等 于 


та (5+ @ = та V at+4 НИ. ЛЕН а =3,4 =2 Ва, =1, d, 


= y 56898 "Ud ИН Нор ИЕН „ЗЕ, 
пр а? + 4 = пу аё + 4 = 15, 


BIER V- Гаа 74 = 1852/56 = ad. ЗЕНА ИЖЕ 
是 否定 的 . 


5. Ж 如 图 , 作 轴 截面 , 则 一 4po = 
ХОА = А.О А=а, АО 


A 0; = РО sna = sima, 
А О, = А, O cosa = Hsine * сова. 
此 即 圆锥 P- A В, 的 底 而 半径 ,进而 区 有 


РО; = А 0, сапа = Напа * сова © mang 


= Нео а, 


即 圆锥 P- А, В, 的 高 ,所 以 


(第 15 题 ) 


Узар. д ов, =к( Heos [F 一 2 сайа] 
= £ mHeosta (3 - leoa), 
ИФР ав, = nipsin a сайа 


ЕЕ L rE costa MIRAR. 
l6. № = F- HOE WIER V.E S- ARCD 的 底 击 未 方形 
ABCD ВНЕ N a, RHE 5 – ABCD AAA h. JH ED =20СЬ, ЕС =3DC = За, BC 


-a 所 以 Saga = T '3o"a= 3 oz. 因 F E SC Ч, ВИ F EC ЮЮВ, 
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则 有 А, = А, МЫ 


B EF SD К, ВЕ SF AD РЕЖЕ K- LKD 


WEBA V Ш pcr DL = 如 ,有 


BC ЕВ Caa 2 
= C ge = За = 35. 


于 是 Sagm = "y 3 G а"2а= ga 
AMS SCD 内 作 FM / 50.25 DC F M.W F (第 16 Wi) 
是 SC 中 点 ,页 FM У CDS ВН ‚М PE РС PS ВЕРН S- ABCD 的 


MES. PH = b. BA EDK 人 EMF, 所 以 


KD _ Ер ` 2a 
FM EM 1’ 
Za 十 га 
4 41,2 
可 得 KD = < и 58 
МЕЖ K - 的 高 为 &,, h. = Zh, 所 以 
J 2 a. = Фа 
у = 3 з Ë r 2} 


多 面体 BFCDKL ВИК = V. ~ У, = Hah, 
多 面体 SALKFB 的 体积 = Тав - 20 һарай, 


因此 19) KEF 将 正四 棱锥 分 成 的 两 部 分 体积 之 比 = oT 2а 2 = 
31:29, 


练习 十 八 


一 填空 题 
1. 解 ”考虑 一 个 特 合 : 构 浅 正四 面体 ABCD, 2 P 为 由 面体 的 中 心 . 则 РА, 


PB .PC .PD ARRIR SHA. 不 难 算出 该 角 的 余弦 值 是 - T. 
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2% iR M.N ZE АВС, ACD 的 
中 心 . 连 MN. БЕ, W| MN = EF, й ЕЕ = L 


Вр = а. MN = -$BH МАРО + , 


RRINE аан Не 


Pea, 所 求 四 面体 的 全 面积 为 2, 


М оа ¿Së WEB T, 0 (第 2 题 
А r AG Ni T TAG 


— №. 010 Tesan = а. с 地. 相 加 即 得 4 


4. М Ня АННЕ Ç а= 4 的 正四 面体 它 的 中 心 о 到 各 面 的 距 


мин 易 知 高 为 /oa - (За) = 2 a BHD О ВНЕ d 


-Za an 2 з. 


外 切 四 面体 的 各 而 分别 与 上 述 四 面体 的 各 面 平行 ‚БЕНЯ 2, ТЕЛУ 
面体 也 是 正四 面体 ,与 上 述 正四 面体 有 公共 的 中 心 ,并 上 且 与 二 述 正四 面体 位 


似 ,位 似 中 心 为 0, 而 位 似 比 为 了 5, 所 以 外 切 四 面体 的 
КЖ 


х4 = —— х4 = 4(1+/6). 


5. #8 Š г Е ABCD HARRER, ВЯ 
高 , 则 =. 

паа 2 经 过 球 0 与 球 O, 的 切 点 G, 的 两 球 公 切 (第 5 题 ) 
看 ,在 正四 面体 ABCD РЕНТА В C, D, 了 岂 是 正三 骨 
Е. АРЕНУ дв, C D, 也 是 正四 面体 . БЕН ВЕК a WER О, PEIE r= 


46 
ра. Х 
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J6 
Ё гу = 548, 
二 ,解答 题 
б. IERA RENK ABCD 0383608180 ИЯ K. REKS а, К 


AC PA Е, Wi ВЕР У АИ, BE = Е ОЕ 


(Bay + E 2-0 | 
cos ВЕВ = Во. #3: 
2. (а)? 


故 正四 面体 的 二 面 角 arceo =. 


{1) 


(第 5 题 ) 
再 求 正 八 面体 的 二 面 角 , 设 正八 面体 A.B C D E F, ВЕ На, К E, C, 中 


H MÆ BM DiM, AZB MD, УИ. BM = a, BD, За, 
根据 余弦 定理 可 得 


Зо 32 2 
де + да – 20 1 
cos BHD, =———— = =-= x=. 
2 (Bay i 
5 2 
ДВ, MD, = arccos – 1.) =m = arccos = , 


A 为 meco + + arceos( 一 +) = л, ВР T ПИНК СВОЕ ЛИКИ 
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МИН E ЖЖ. 

7. Я RENERE], BRELA E 
HEGER 6 万 ,在 原 四 面体 上 上 还 保留 一 部 分 ) ,可 
按 下 述 方法 得 到 这 一 十 面体 : 先 将 四 面体 切 去 四 个 
КСЕ), ШЕТА А sht F TU IS АМАР, E 
着 在 原 喇 面体 各 棱 的 中 央 各 切 去 一 个 四 棱锥 ,如 图 
所 示 的 N ~ 阔 邮 ,最 后 再 在 原 四 面体 的 各 角 处 补 上 
一 个 小 正三 檬 锥 ,如 图 中 的 三 棱锥 0, - RST. 


l + ] 
不 难 等 得 , Уор = g Vv- Row = зу Vo -Rsr = 


1 
-起 ,因此 十 面体 体积 为 


I! 


= L~ 4Рмме ~ OFy_ Rsv + 4 Vo -er 2. 


即 它们 的 体积 比 为 11 :3 

8. М 【1) 设 此 四面 体 为 ABCD. TE m i te 
ABCD P, {F РВ | АВ TF B', ОС ДАС РС, 
ВАС Е, ЛЕ В’, C'HE АВ АС HEREZETA E. 
“ВЕ, DCE 为 二 面前 CC- Ap D $Ë B АС 
- D ЕШ, РВЕ = Z РСЕ. ABL 
БЕ, АС L РЕ. М БЕГУ АБС. 

在 Rr ВРЕ 和 Ri 人 CDE P, АВЕ = ОС, 
E,DE= DE. ТИ AB DE. AC' РЕ, В’ = CD, Ж 
HAAR Da AAC D, BAD = Z CAD. 

同 理 , 在 每 个 项 点 A.B.C.D BB IN 2 Я. Ах A 的 三 个 面 角 为 
а, ВНЕ В, СИЛ y МЕ ВЕЛИ о. 

Я а+В+7= 180 = о + Вта i у= о. В, a= B=Y=5. 从 而 省 面 都 是 正三 
角形 ,所 以 ABCD 是 正四 次 体 . 

(2) 如 果 有 5 个 一 面 彰 相等 ,不 一 定 是 正四 西 体 ,例如 可 以 构造 这 样 一 个 四 
面体 ABCD, tE ABC = СВ = ADBA = 40°, „АСВ = „ВСЮ = /DCA = 4, 
BAD= “САР = 70, Z BAC = 1007, Z CDA = Z BDA = 70, / ВОС = 100, 

ЗВЕНО НК EK ЖЕЛЕ . AWEN ‚ЯН В- АВС, Hh 5 Л.Я 
角 部 相等 ,但 不 是 正四 面体 . 
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(第 8 题 ) 


9. Ж 易 知 对 棱 中 点 的 连 线 均 通 过 正四 面体 的 中 心 . 册 于 所 作 的 任意 一 
个 平面 都 包含 连接 对 万 中 点 的 线段 之 --, 故 所作 的 平面 都 通过 四 面体 中 心 . 因 
此 ,所 作 的 5 个 平面 将 整个 空间 分 成 若干 个 有 公共 顶点 的 多 面 角 . 这样 ,四 面体 
被 分 成 的 每 个 郁 分 的 多 面体 必 有 一 个 面 属于 四 面体 的 一 个 面 . 男 一 方面 ,四 面 
悼 的 两 个 面 不 可 能 分 别 包 合同 -个 部 分 的 被 分 割 成 的 多面 体 的 两 个 面 ,这 是 因 
为 四 面体 的 两 个 面 被 递 过 它们 公共 楼 的 平面 所 分 离 . 故 被 分 成 的 部 分 的 数 明 等 
于 原 四 面体 表面 被 分 成 的 块 数 , 由 于 四 面体 每 个 面 被 分 成 全 等 的 各 块 (被 它 的 
中 线 所 分 ) ,整个 表面 被 分 成 的 块 数 就 是 x4= 从 .考虑 到 四 面体 关于 和 个 平面 
的 每 一 个 对 称 , 故 所 有 24 个 部 分 彼此 全 等 ,因而 
每 个 部 分 体积 是 4. 

10. № ЯН, BP p BC HA, НТА’ ТА, 
EA T DIE ВТА’ ТОЛЕ, RAAN А, 

D, pr _ il 


AT TAT 2? 
КА, ТВС WEG. EN B, CA BC 也 
是 两 三 梳 惟 其 他 各 侧面 的 重心 . В Я ЯЕ BS 
公共 部 分 为 平行 六 面体 ГА, С.В’, ТАСВ. 
因 ， 


Ута, С = 55 Ут авс ， 

故 NT дв pe -TEOT Aae = Vee =. 
即 为 所 求 . 

ПЕ WR MEMAK- -个 顶点 ， 
ЯН 上 ,那么 对 而 BCD 的 中 心 可 作为 M. 

Н MARERA, ТА ТЕ BED 上 ， 
将 四 面体 按照 图 中 所 示 铺 开 , 此 时 656 个儿 构 
成 -个 六 边 形 , 每 两 条 对 边 平 行 且 相等 ,而 这 
个 六 边 形 的 边 的 中 点 是 B,C,D 诸 点 .现在 作 
它 的 各 条 这 的 垂直 平分 线 25 FE 8 40 Bi 38 
直 平 分 线 的 交点 ,显然 每 -交点 有 三 个 M 点 到 (ЗБ І 8) 
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EMEA RAFA. ЛВ] 25 АНУ y М НЕ, ЖЖ НЕ, +. 
up УНЕ а Я Г За, ВНР Mt , 即 为 所 求 . 

AH d, 表示 MP М" BH 2k Pj К РЕ, Ду м АН ТНУ а, ВА, Ц 
为 一 条 楼 的 中 点 时 4, 最 小 . 


练习 十 九 


一 、 选 拌 题 

1. Я 和 4 个 分 点 可 连 成 给 条 直径 .图 内 接 三 角形 的 振 边 必须 是 加 的 直 
径 , 对 确定 的 直径 ,其 两 端的 两 个 分 点 与 其 傈 的 22 个 分 点 均 可 连 成 直角 < 角 
形 . 国 此 ,不 同 直角 三 角形 有 Ch Ch = (4). 160). 

2. Ж 从 0 到 3 这 10 个 数字 中 人 在 选 3 个 数字 , 按 递 增 或 递减 顺序 排列 有 
25 种 排 法 ;但 其 中 含有 日 作 首 位 的 本 人 台 要 求 ,有 位 个 .因此 ,符合 要 求 的 数 的 
КЖ ОС - G= МАУС). 

3. #@ RZA RMAN AR, АС. fE АВ 上 到 两 点 有 СЁ PRE, НЫЕ At: 
ЕЖА 外 的 任 一 点 ,有 С: 种 取 法 ,此 类 取 法 有 Ci Ci 种 . 先 在 АВ 上 (不 包括 
А), ВЕ AGC 上 (除去 АВЕ, C4 Cs 种 取 法 .根据 可 法 原理 , 访 
(С). 

„я 

4. № 分 一 种 情形 :其 中 - 步 走 三 级 ,有 O PARER ATA E, 
A сара НЯ ЖИРЕ 6) + Cš= 360). 

5. Я 分 类: МИН i ARRAKAS + H - -AN $I 
ЕК ЛЕ B= f НЕ ПЕНА : 按 的 两 端 引出 . ЕЕ М, КВ 
А ATS HB де ЗЕЯ В 2x224 ТЯ, АС! ТРЕЯ, И 

一 对 基线 构成 的 二 前 形 有 С; т. ЛЕЕВ Сі +401 + Ci = 35045). 

б. № ”平行 四 边 形 的 个 数 等 价 于 其 m РАНА М 
ЖТТ ТЕУ ЗИН ТТ. chci, 

7.8 РЕЗ нон GG + (3: G = 2156 种 选 法 . 

М ARDEREA SAATAN AEH’ A, ИКЕН h 
ТААН ВЕ E: L ffl ` fE skin Я — fi J kk Pr ЕН 
(к -@х8=8( T). 
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9. 解 ” 从 平面 上 12 个 点 任 取 三 点 为 三 角形 顶点 可 以 有 CO 个 三 角形 .同一 
直线 上 的 五 个 点 不 能 构成 三 角形 ,减少 СТ, L PZ SA С 个 三 角形 不 
会 条件 ;五 个 蓝 点 构成 的 名 个 三 角形 也 不 合 条 件 ; 三 个 在 同一 直线 上 的 红 点 构 
上 成 的 汪 角 形 木 合 条 件 计算 了 两 次 , 故 所 阔 的 不 全 同色 的 点 为 磺 点 的 三 角形 共有 
Ci Cl- G- elli, 

10. № PRR RER EIA Ep A: p Е RR E: 2 ciel = 
50; ЧАЕВЫЕ :5 С} = 30: KEE ВЕНЕ ВУХА Е: SG = 30; Ш 
EAR t RARR а, ДЕ 8 — У Бу НИ 
йил =2-501 = 60. НОП ВЕНЕ 170 个 . 

11. & ПЛЯЖАХ Са - 8=70 £. ЗВЕНА М, 
WE 人 个 交点 ,但 在 顶点 处 , 五 条 对 角 线 交 于 一 点 ,减少 了 8x fc - 1) 个 ,所 
求 交点 数 为 Ca- 8065-1) = 18. 

12. № И AUR PERTRA B+7-4= 1 个 ,分 布 如 图 ,所 求 集 台 
C 的 个 数 为 

G- G- С = 160. 


=. 


(第 12 题 ) (第 i3 题 ) 

= Я 

13. Я ШЧ. ЕНСЕ НТК (ПЕЛА, БАЯН 
共有 6 条 (包括 ЛАЗНЕ С-З ТАЛЕ, ЕН НН 6 种 不 
АЈ р А Gxi- DA ВЕ, ПА... АА ВЕН НЕ S 
条 [包括 4,43) .能 组 成 (2-2 ЕВЕ, ЕНА АЗН 和 种 不 辐 的 
广 问 , 故 有 6x(1 人 -2 个 等 有 是 梯形 .根据 加 法 原理 ,所 求 等 瞳 梯形 的 个 数 共 有 
(62-3) +6 (1-2) = 120074). 

14. 解 (Пия. 54 ТЕМЕ Ci REDES E 3 482 
球 | 个 白 球 有 С R ik B 2 ЕТЕК НАЯ Ci OZ Eh ЦЕ li 
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理 ,得 从 + СС! СС = 115 #77. 


(2) 设 红 球 取 x HR у ИН" Erh0< 4,06566. 
25+ yz 7. 
= 2, = 3, =4, 
得 三 组 解 f | ЕВ 2+ + 2 С! = 
y= 3; y = 2; y=1. 


186. 
15. №@ ”不 考虑 限制 条 件 时 选 法 数 为 0%. 
(| ТАНА ,共有 19 种 情形 ,其 中 i 这 两 个 数 是 1 ,2, 那 么 第 3 个 数 
可 以 是 4 到 加 中 的 任 一 个 , 即 有 17 种 选 法 ; 
(ü) 这 两 个 数 是 19,20, 类 似 于 i 也 有 17 种 选 法 ; 
(ü) 这 两 个 数 选 在 中 间 位 置 ,那么 第 三 个 数 只 有 16 ЖЕ, 
因此 , 答 有 两 个 数 相 邻 时 的 选 法 数 为 
17+ 17+ (19 — 2) x 16 = 17 х В. 
(2) 在 三 个 数 相 邻 ,共有 18 РЕ. 
由 (1},(2) 知 满足 要 求 的 选 法 有 
Ch - (17 x 18 + 18) = Ch- 18 = 816( 种 )， 
ПЕ ПВР 16 个 空 档 及 两 头 共 18 个 位 置 中 插入 3 个 数 , 故 
有 Ch =816 种 不 同 选 法 . 
16. М 和 w+r= st=#+ DARA F: 
$3 
在 和 S 取 定 后 ,相应 的 两 个 最 小 (大 } 的 加 数 皮 自 [“3 1 中 ,分 别 有 cl. C3, 05, 
种 取 法 ,因此 ,共有 
4(C3 + Ü +e + Chi) + Ch 
= 463 + СЗ 
_ nin- 2)(2n - 5) 
= 24 
ВН а, Б, с, ПРОГЕ. 
RO “不妨 设 а. Б, с. б Фев, НР аъе= В+ а, ТЕ е. 
从 门 ,2,… ,Rn! 中 选 出 二 个 数 a > b > с ТВЕН С 种 .对 每 一 种 选 法 ,d 可 
由 
ф=а+:-ь 
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Е ЛАА d=b Rib = "> СВОТ F НЕВЕ. E PR а, с 奇偶 性 相同 . 它 


(112 ER анъ HE 


2х Ca = > (5 - 1) 
#h. ИЕ ЖИ a,b,c d EA 
C- (#1) = n(n - 2)(2в - 5) 


组 . d 也 随 之 确定 .但 8,d 的 顺序 不 予 考虑 所 以 总 的 选 法 为 


> х Enla - 2)(2а — 5) = Anla- 2028 - 5) 


种 . 
练习 二 十 


一 .选择 题 

1. № 可 看 作 教授 插入 和 各 学 生 站 间 , 有 疡 = 幼 种 不 同方 式 . 选 4C) ， 

2. № 个 位 为 2,4 之 一 ,首位 不 能 为 ВЕНЕ Ph Pl Р = 
361.20). 

3. М ” 先 安 排 5 个 独唱 节目 , 兽 将 合唱 节目 插入 独唱 节目 间 的 4 个 空 档 及 
末尾 中 的 3 个 位 置 , 故 有 不同 排 法 РЗ. Р Bh. 选 (C) 

4. 解 ” 把 相 邻 两 个 空 座位 看 成 一 个 整体 则 有 Ра = 120 种 排 法 .但 此 时 会 出 
H) 2 = 8 种 排 法 含有 三 个 空位 相 邻 的 情形 ,所 以 ,共有 P- 2724 = ”2 种 排 法 ， 
选 (A). 

二 填空 题 

5. Ж 获得 前 3 名 的 情形 育 РУР, РУ 过 个 队 中 有 3 个 队 被 降级 有 
Ci 种 情形 , 故 联赛 不 同 的 结果 有 Pi- Ch = 600600( 种 }. 

6. 解 ” 先 选 出 5 个 家 庭 , 有 6 种 方法 .在 这 5 个 家 麻 中 每 个 家 庭 任 选 一 
人 ,共有 3 种 方法 , 冉 排 成 -- 列 有 Pš 种 方法 ,根据 乘法 晨 理 ,得 С.З. Р = 
7348320 种 方法 

7. 解 ” 甲 跑 第 一 - 棱 的 组 队 数 有 P 种 ; 乙 跑 最 后 一 棒 的 组 队 数 有 Р В: А 
ВН Сл НЕА ВОВ РВСН Pi- 2Р3 + P2 =14#h. 
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8, 解 ” 首 位 不 为 堆 , 没 有 重复 数字 的 六 位 数 共 有 5 二 ,其 中 符合 题 意 的 占 
> Bi -5} = 300 +. 

x. бов" 
有 РРР ЛЕО, 3,6, ЧУН РЕНН РРР. Br 
以 共有 РР! РЗ + РРР = 25920 #h. 

10. Æ ЮЕЖЕНЛ 4(0,1), В(2,3), С(4,5}. Æ АЛЕН №, B rT v. С 
在 干 位 , 则 共有 Р.Р РЕЗ ТЕМ, (ВОЛЕН НЕМА, В, СВ 
位 置 ,有 P) hH ВОЕН 828-48 ТЕН, МОДЕР НИЛУ РЗ. P 
Ро = 8. ВТО, НР 48 8 =40 ЛЕНЕ. 

11. Æ ааа 是 1,2,3,4.5 的 一 个 排列 ,满足 条 忻 的 五 位 数 共 有 51 
= 120 个 ,这 些 数 的 个 位 数字 之 和 ,十 位 数字 之 和 , 百 位 数字 之 和 ,于 和 位 数字 之 
种 ,万 位 数字 之 和 都 是 [+24534+4+ 5) x Рі = 360. 故 此 这 120 个 数 之 和 为 60 
x 11111 = 3999960. 

三 、 解 答题 

12. № 1) 选送 方案 有 计 2,2,1,1, 选 送 法 有 但 种 ;ti03,1,1,1, 选 送 法 有 
СЯ. ЕН Ci+ G4=10 种 选送 法 .(2) (85101-90. (3) 6 ЛАДА, 


JP „НА УЖ УЖ ИНН ЛЕХ 2.2, 1.1, GC iyan 


法 ,再 分 到 校 有 РО, ДНО ОР = 1080 种 方法 ,用 各 维 人 数 为 3,1,1， 
1, 这 时 共有 СЕР = 480 种 分 法 .总 共有 1560 种 分 法 . 

13. R DEA aB C 看 作 1 人 ,与 除 DD 以 外 的 2 人 排列 ,有 РЖ; 
其 次 将 万 播 人 ,有 РЕПА. В, СЕЛХ Я Р НЕ, КН 23-Р = 72 
种 排 法 . 《2) 排 法 可 分 为 两 上 类 ;HC 站 两 端 , 有 2 种 站 法 ;从 除 А, В, С 以 外 3 大 中 
任 选 一 个 紧 挨 已 排 在 :- 走 .有 PRAHE КН Рі Ph Pis IA PRH; lC 站 
阵 丙 端 以 外 位 置 . 有 РІ 神 排 法 ,从 除 A. B, CIZA PERAGI C Z 
左右 ,有 РЖ JES РР: РЗ = 144 种 排 尖 ,总 共有 288 种 排 法 . 

14. 解 ЕН ДА СЯУЕЖЕЛЯНХ НЕ В 种 不 同 排 法 РЕ 
模 甲 , 乙 ,可 分 两 类 情形 . 

(E ZAHA, A P 种 不同 的 排 法 ,最 后 安排 A. B.C, A PPAR 
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-E LEED. 4,5) ® ВЕН 5 EE S Bae TE 


MHRA REAR, HA ARH PPIP P. 

(ü) №, 2.46, P ARAH BoE A В,С 中 之 一 大 站 在 甲 ， 
乙 中 间 , 再 安排 4,8,C 中 其 余 二 人 (不 能 相 邻 ) ,有 CP 种 不 同 的 排 法 根据 莱 
法 原理 共有 不 同 排 法 PIP, PCP P. 

根据 加 法 原理 .共有 不 同 排 法 

РРР + РРР С: Ра = 11520( 种 ). 

15. № ЖИВ, НЕ S- ABCD 的 顶点 5,4.#8# 所 染 颜 色 互 不 相同 ,它们 
共有 月 = 的 种 染色 方法 ， 

当 5,4, 上 8 已 染 好 时 ,不 妨 设 其 颜色 分 别 为 1,2,3. 若 僻 米 着色 2, 则 了 可 染 
色 3,4,5 之 一 ,3 有 3 种 染 法 ;二 局 染 颜 色 4, 则 DD 可 染 凑 色 3 或 5, 有 2 种 染 法 ; 
A C 染 颜 色 5, 则 D 可 染 颜 色 3 或 4, 也 有 2 种 染 法 ,可 见 , 当 S$S,4,B 已 染 好 时 ， 
CC 与 还 有 7 种 染 法 ,从 而 总 的 染色 方法 数 为 0x7=420， 

16. 解 ”把 oz 个 不 同 实数 排 成 nx a ХРЕН РОУ. 

对 于 一 -个 nx n AE EAR - 列 中 取出 最 坟 数 ,每 一 行 取出 最 小 数 至 多 有 
2n ТЕЖ ЖЕН 2r 个 ,关键 在 于 同一 个 数 只 能 被 取出 -次 .显然 一 个 数 
最 多 被 取 两 次 , 艺 所 在 列 和 所 在 行 同时 取 了 它 , 事 实 上 被 取 两 次 的 数 也 可 能 存 


在 于 方 阵 中 ,如 图 所 示 数 2 既是 所 在 列 中 最 大 数 a 是 所 在 行 中 最 小 


数 .不 礁 发 现 这 样 的 数 至 多 一 个 ,假若 有 第 大 行 第 列 的 数 辐 与 第 开行 第 上 列 ag 
(ikje DIRBA TARK, IA, а, > ag> au, а, > a; > 本 同时 成 立 , 这 不 可 
能 .不妨 称 怡 取出 2n 一 1 个 数 的 排列 为 “ 坏 排 列 ”, 作 “ 坏 排 列 " 的 方式 可 分 成 四 
步 进 行 , 先 从 下 个 数 中 任 取 2* -1 个 数 ,有 C22- 种 不 同方 式 ,将 这 2n -1 个 数 
依 大 小 排列 而 届 正 中 的 数 记 为 д АЕ ИЕН РОУ, 
三 步 把 比 4 小 的 (5 -1 个 数 排 在 А 所 在 列 , 把 比 4 КЕ a- 了) 个 数 排 在 4 所 
在 行 ,又 有 РР ВАНО п? – 2л к 1 个 数 随 意 地 放置 在 方 


阵 其 他 位 置 上 ,有 着 2 条 车 种 方式 .根据 乘法 原理 , 作 * 坏 排列 "的 方式 数 是 
Chi. Pie РН 
_ (n°)! 
T {25 – lat- 2n + 1)! 


COUELE 
` nr- 1)! ' 


п (па ШИР. (rn On + 1)! 
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综 上 所 述 ,符合 要 求 的 排列 方式 数 为 


2 2 
р" = (n°)! ‘оша = (п) б. 


17. 解 ” 记 小 于 8 号 的 兴 负 站 在 8 号 之 前 ,大 于 时 号 的 淮 员 站 在 15 号 队员 
РЕАЛЕ А ГЕ Аз НЕА iki А; Ж 
£ {中 ,加 卫队 员 站 在 末 位 的 排队 方法 记 为 8, 那 么 根据 逐步 淘汰 原理 ,有 

IAU В =I Zi- (АЕ УАП ВТ. 

设想 从 DiE PR, 个 位 置 安排 1 号 到 8 导 队 员 , 有 СОА, КН 8 
号 兴 员 总 位 于 末 位 ,其 余 了 名 队员 有 P, 种 排 法 ,再 从 剩 下 12 个 位 置 中 取 6 个 位 
ES СЪН, 28 15 SEK R fu РО 6 个 位 置 中 的 首位 ,其 他 沭 呈 有 Pš 种 站 
法 ,将 最 后 6 个 位 置 随意 安排 3 号 到 14 县 队员 ， 


11 Ch Ph. №. Ру. =. 
在 集合 4 中 ,1 导 淮 员 站 在 首位 ,其 余 类 做 上 面 所 述 排列 , 故 可 得 
141= С + $. CP ро = — 


在 集合 中 中 ,加 号 队 员 站 到 末 伺 ,其余 也 类 似 上 面 排列 , 故 可 得 


19! 
40 ` 


ДЕ I SA B , 20 叶 在 未 位 ,同时 小 于 8 号 的 队员 在 3 УВ, KT 15 = 
的 队员 在 15 号 队员 之 后 ,那么 类 似 于 前 而 所 述 , 其 排队 方法 数 


IBI= С" PI- Ch Ра" pe = И 


14NB1= Ck Р? С + Pi pg = E 
所 以 ,满足 要 求 的 排队 方法 数 足 
О! + № 
393 
= 6 ‚ 18! 
练习 二 十 一 
I. 证 明 Ка, Н 


ц? + ыв + "° = (и = р) + jur 
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РГ ОЕ Я (а о), ЕП Зо в. TES u- r), M Зв, МТ u 
与 sg 之 一 被 3 整除 .再 由 u- o ИЗ ы, о ЗЕЕ 3 ER. 
2. № 设 七 位 数 为 N= позе. E. а 0, а,(:=0,1,--,5) МО 
到 6 的 任 一 数码 . 今 A= as+ agt as + ap, B = as + as + a, D 
А+ B= 21 Т 
ЕЕЕ 55 ЕНЕНЕ [6] BT BEBE 11 和 5 В, P ES IA В! = ПАСА 
AERAR). HOIA- Bl<21,4 -Bz0, 则 上 =1, 即 
ГА- BI= Н © 
HO, Ср, д, B H-A 6, BPE =5.Х 0,1,2,3.4,5,6 + 
小 的 四 个 数 之 和 为 5, 故 4=16,8B=5, 从 而 可 知 8 的 二 个 数字 只 能 是 0,1,4 或 
0.2,3 两 种 情 撒 , 即 有 B=0+1+4,A=2+3+5+6, 或 B=0+2+3,4=1+4+ 
5+6. 
由 于 0 不 在 位 数 的 本位 , 则 末 位 数 必定 是 5, 即 ao=5, 所 以 最 小 的 七 在 数 
是 1042635 ,最 大 的 七 位 数 是 6431205. 
3. 证 明 H 
a'h — ab? = abla? - b) = ab(a + ba — b), 
bb- eb" = be(b2 - с) = betb + e)(b е), 
са - ас = eale- at) = ac(e + ale-a, 
可 条 在 а, в, с 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ,或 者 没有 偶数 时 ,3B - аһ? be- bel, са - 
са? 都 能 被 2 整除 .车 a b e 中 有 一 是 5 的 倍数 , 则 命题 成 立 , 否则 ,局 ,成 ,ec 的 
个 位 数字 为 1,4,6,9 之 - ,从 14.6.9 中 尾 取 三 个 数 (包括 重复 ) ,其 差 必 有 0 或 
5.06 а Б, - а? 中 至 少 有 一 个 能 被 5 整除 . 因 亿 ,5)= 1, 命 题 成 立 . 
4. ЕЯ (а. 0) = 4,00 lab, Ёга? b. Id 
a+l 6+] aĉ+atb +h 
b а 
EEH, М 二 iat Bb, 所 da a+b. 
5. Шан ig u= 2 2 Tn D 


M= n( n° - 002 4 $in лба 1) 
g 5 5 3 


+ 


_ 3 12-20 в - 1) аба + Ока) (n - )n(n + 1) 
r” + 5 + 3 ， 


连续 5 个 整数 zz-2,4-ln,na+la+z 中 必 有 一 个 数 能 扒 5 束 除 , 连 续 3 个 整 
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to |= 
ГИР 
ГА 


ЗЕ п, п, п + PEA ARRS Ер. FE НЕН n. M 总 是 整数 . 
б. 证 明 ”假设 对 某 一 自然 数 m, 数 1978" — 1 ПГК 10007 -工整 除 , 即 
1978” — 1 = А1000" – 1), 

于 是 ,有 1978" _ 1000" = (k - 101000" - 1), 
Е 1978" - 1000” = 2"(989% _ 500", 
R 1000" - 1 Ж ЕР, М 989" - 500" #& 1000” - 1 3EB2. {H 0 < 989" - 500" < 
1000" -1, А! 命题 获 让 . 

?7. 证 阴 ШИ m 不 能 被 5 整除 . 设 m= Sk+ Я, 1 <г=4, ГЕ М). Мг 
等 于 j,2,3,4 时 ,分 别 取 等 于 1,3,2,4, 这 时 ma 被 5 除 总 是 余 ]. 

设 А = ат + bm + cm + d, С) 

B = a+ м + en? + фп), {2 
HQ), о) £ 
An — B = {та - l)[a(min + mn + 1) — bhalma + 1) + ent]. 

因为 ma - 1 能 被 5 整除 .这 样 ,由于 4 被 5 整除 ,所 以 召 被 5 整除 - 

8 解 因 500 元 了 集 12.4.6,…,10001 中 任 两 个 元 素 不 互 素 , 折 以 不 过 499. 

另外 ,11,2,3,… ,1000| 的 性 一 501 元 了 集中 一 定 有 了 下 元 素 互 素 ,事实 上 ,把 
1,2,… ,1000 АЎ, 500 29: (1,2),13,4},*°°, (999, 1000), Er ELMA h TER 501 个 的 
Th, Е PN T ЛЕВ А 81-8 80 , [9] — 28 AAA, ,因而 是 互 素 的 ， 

9. Ж (ПХ, 1-3. И, г tl, г+ 21 АН Е УТЕ: (г 
+2)!r(r+1), (r+ 1, 4) = Яя, 这 不 可 能 ， 

以 下 分 两 种 情况 进行 讨论 n> 4 ВИЙ: 

Ш) е п=2А,Н п- 1 ЖЕ п ТЯНЕТ! - Гл, п +1, 9,26 – 
1) ! 即 满足 楼 求 . 

(i) в n=2k+ 1,M]) £ - 2 ЛЕМ К 1 个 数 的 集合 Jn 一 3,n--2,n-1,.'*,2 
(n-2) ЖЖ. 

(2) 3 ЕЁ: a> НЕЖИН п 个 相继 自然 数 集合 至 少 有 两 个 . 

П) 当 为 不 小 J] 6 的 赠 数 时 ,除了 (1) 中 已 给 出 的 一 个 集合 之 外 ,集合 1 a 
-55,7 一 4,…,2(n -3)1 世 满足 要 求 ， 

Ш) 当 为 不 小 于 9 的 奇数 时 ,中 (1) 中 已 给 出 一 个 集合 之 外 ,集合 ja - 1, n 
-6,--- ,2{n - 4) НЕЙ ЕК. 

(Ш) 当时 ,2,3,4,5,6| ,18,9,10,11,12| 都 满 挟 要 求 ; 当 n=7 时 ,14,5， 
,7,8,9,10| 16,7,8.9.10,11,12! 都 满足 要 求 . 
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最 后 我 们 证 明 : 当 п-4 в, НН E !3,4,5 СЖ. 

ИЕН, 天 +3 引 满足 要 求 , 即 天 +3 整 除 下 +1+2 的 最 小 公 倍 
数 . 朵 为 (+2. 上 +3)=1. 所 以 又 有 天 +3 整 除 上 大 +] 的 最 小 公 倍 数 ,又 天 (大 ， 
ЕЕ МЕЗЕНЬ. 

ЗА M) k. 1 А-З, (+1, +3) =1, 
ПЕ 3)[k&(k+ RSU K +3)[k АТАТ ВЕ. 

ЖЕ k+3 为 俩 数 , 记 上 +3=2m, 于 是 有 

Эт | 2(m — 1) (2т — 3) 

这 意味 着 ml2m- 3, А mi3, HT mel НЕЕ т =3, МЕНТ 13,4,5, 
6 是 满足 要 求 的 惟 : -集合 ， 

10. Я 《和 从 能 被 2" -1 整除 且 形 如 25 +26 + + 25, ИЖ в 
最 小 的 那些 数 , 再 从 所 得 的 数 中 选取 使 上 + da tee + E. 为 骤 小 的 数 此 时 , Аз, 
一 ,二 ,彼此 互 不 相同 ,否则 ,车 有 两 数 相 同 不 妨 设 为 А = А, АТ 25 3145638 
25 92%, Нл ИМЕЛ. XERE A п 0, Жо в, Ш 
H к-т КЕ НЕ, ЖЕ IM 2-2" 5247" (27 — 1}, Вр 2А 
Бор 2" т АНА. НЕ, kgm- Ц: =1,2, en) WR па 
m, 2 + 2 t e ngl g < "ДД. 


(2) 不 存在 . 若 不 然 ,说 P= аз 107+ + a 是 能 被 M = 1 整除 时 .所 


mT 


有 数字 和 小 于 m Akeh ARR, Д rem. i P = P - (10'- 1077 ЯКА P, Ч 
被 m 整除 昌 其 数字 和 不 超过 P 的 数字 和 , 韦 盾 .和 故 回答 是 否定 的 . 


练习 二 十 二 


— Hza 
1. # д2а +1 да+ ба (3r 27) (3514 2"+1). 
X п> 1 8.3" 2" > 1,31+1 2915 |, НА. S n = 1 时， 
所 给 数 为 13 是 素数 ， 

2. № 21600=2.3.57 ИЖС 

54+ 1)(3+ 12+ 1) = 72; 
所 有 约 数 和 为 
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РЕ. 2-1 5-1 
2-1 3-1 5-1 


3. Я 满 吓 题 设 要 求 的 正 整数 n= 4, 是 惟一 的 .事实 上 , 当 n-=-t 时 ,n+3 
为 合 数 ;n=2 时 ,n+7 为 谷 数 ;n=3 时 ,n+ 了 为 合 数 , 当 >4 时 ,n+1,n+2,， 
+7,n+9,n+13,n+ 15, 部 大 于 5, 自 5 个 数 中 至 少 有 -一 个 数 补 5 整数 .这 是 
因为 它们 被 5 除 后 余数 包含 了 0,1,2,3,4 各 种 情形 ,其 中 必 有 一 项 被 5 整除 , 即 
为 合 数 , 当 =4 时 .6 个 数 为 5,7,11,13,17,19 均 为 质数 ， 

二 .解答 题 

3. ЧЕН ВЕНУ ТЕН ВА RA рр, pay p H 2 p < py <“. 
< рк ХИ p=pmprop + 1,4 Ep НЧЕ, сер, 1,2) ВМ, 211 与 
ERSTE. TER pipi p 外 还 应 有 一 个 素数 9, 巴 盾 . 故 命题 成 立 . 

5. ЦЕН i asdi H k ERTI HERA, TEE 

z= r+ a = пі + 4 = (n? + 2k2)2 - 44212 
= (n? + 20 + 2а) (пг + 2k? m 2nk) 
=[(n + + (а k] 出 

TUL. D PARES PRAT 1, 故 为 人 台数. 

6. ЧЕН 即 为 偶数 又 是 素数 的 正 整 数 只 有 一 个 ,就 是 ?2, 因 此 ， 

([) жа, БВ, с 都 是 奇数 , 刚 p=g=r=2. 

(|) 着 ahie 中 有 两 个 奇数 ,一 个 偶数 时 ,不 妨 设 ee, ЯР, с Е, Д 
4=2. в =В=1, В, р=г=с+ 1. 

(HÑ) Æ a,b,c 中 至 少 有 两 个 为 侦 数 时 ,p,q,r 不 可 能 全 为 素数 ， 

7. 证 明 设 ee 的 质 因 数 标准 式 为 

а= р ` p2 py pk, 
b= 所 pe + ph, 


c= ppp yue ph. 


= 78120. 


РАР УЕ: 
2maxioi, 8, У; — тах! а,, 8; - maxi В, ,| — max| Yj, 0,1 
=2min[|z,,B,, Yil — minh a; St - min! В, Yii опу, 6; |, 
Af isl, 2n, k HR. , 
КЖЕ HET ¿LE a, = B = y, ЖА 


2maxie,, 8, У, — maxia В.Г — мах! B, y, | — maxi ai. У, | 
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=27 - В - 27, = -В, 
2minie,, В, У! ~ minia; ph! — min], yil ~ mint y, , z, š 
= 20-а -В-а; = - B, 

8 М i n ED K. 27 bn, W ra, ВИЖ m=4, 即 与 a ERR 
小 于 nm,4 КА, 3 B AE a = 3.272] п Зо, WARE п, Bl z = 4, 
B. 2.п,31 п, {E Sha, Ш ngt Н бл, п=6, 12, 18,24. 4 2 n .31n,Sin B 
Thn Ш ngr, E 30in, 即 n=30. 设 对 其 个 上 24,n 被 p1,ps,… ,ps 整除 ,但 不 
能 被 p. , 其 中 2= pi < py< "< ph < рь. ЕЕК, Даа рі, E рро 
In. El рур p < п 107 H 2 = 8, ARE, =4,5,6,7,8 НЕ pippi > pl. (i 
pipy'U'p п pk. TA З LEA 13,4,6,8,12,18,24. 30] АЖ 
满足 题 设 要 求 , 即 为 所 求 . 

9. 证 明 asint DI АЕН ЕЕ п НЕ А аг +2, 4+3, a 
+4, 7,974 (пъ Е. 首先 ,o + (Е =2, n + OPERA, 
RAA klat k ЯК, A a k= p Не p ERR, r€ N ЯВА р р 
不 整除 ,那么 ПЕ AART ЮЖН, FA), НЕТ S £ Ek p 以 外 
НА онр k HRAT. А діа k gl pi ,了 矛盾} ТЕ ЈС N, 
使 得 上 = p. ЛИ plat + НЯ. р’ Е. р Та? Н еъ k= pt 因 
N ра + k) TELHA а = 0. TAREN аг + k= р" ЛУ. MM., a? 
+= 2,3,5, n + 1 KEETE RAR. 

10. WERA 自 工 到 1986 У 8 F 38 ER, ВЕН: 729 = 2, 
1438 = 2- 关 ,而 其 他 各 数 的 标准 分 解 式 中 ,3 РЕН ЕВ k 5, Ч egemen 
<1986 时 ,所 有 乘积 ma 中 ， киа З RAAR 3 ВУ А 


指数 是 11. 于 是 ,如 果 把 所 有 形 如 二 m OB хан А 然后 求 和 , 便 
一 的 


Tn 
数 的 和 为 5, 0) 


Eg 2- 3256 -~ ба = Б. 
若 SAER, MU EARE 3 ERR, TIER 3 ER, T НА, 5 Ка 
数 . 
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11. ЕЯ т ап ЗЕТА ЛЈЕЖ АИ G < m < n—2, 


ó p Es m° + m + n ARDEA, WI p= V m+ m+ n. 

С) mep W n |(m- р) + (m - p)+ n. X. 

(m- p) + (м-р) + n > n > р, 

这 与 m EE q ko n AORE MERRTE. 

СП тер-1, М 

(р 1 - пъ (р-1- м) +n= PMH+ m + m+ n (MEN) 
ВЕ р. Н. 

(р-1- m) + (р-1- т) + n > n z p. 
ВУ р-Т— m) + (р-1- т) +1 AA, ГЫ p- 1- те m.p>2m+1,H 
2m 1 р m+ m+ п {8 
4т? + 4m + 1 < m° + m + n, 


В] 3m + 3m + 1 - n = 0, 
= 6 3 ' 


综 上 所 述 , 命 题 得 证. 
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Information] 


ПОООООООО 
60069956 


efr al 


N 
оо ll 1 
с oOo m И oa 
o ll I Исто 
OQ [Ес пил 
-aaau > 


O 
+ 加 加 
х С С 
Ko) ЕЕ 加 
十 加 加 
N m с 5 G С 
加 x 01+ 091 02 05 0 С 
Са 加 г ® сх шоо nd a 
С С o l| = а а с а gd С 
Са С 呈 口 口 口 口 口 口 口 口 口 加 加 
С С 1 х 口 一 口 口 口 口 口 口 吕 加 
加 а В — x aad 呈 口 口 口 口 口 Са 加 


СУЕТ О ОО L] — оошо 
т Я о р ЗО О aood р О ВО ЗО О ЗО О aA A У 
a a d ad d A A A A A A A 
a a d ao d aa d A aA A A A AA 
О В О О О ЗО О ЗО В ЗВ О В О р О и ЗО О ЗО aind ao d A A A 
О В О О О О ЗО ВОО р и О В ЗВ О О О р О В ЗО О ndaid o d A A A 
О Я О О О ЗО ВОО Я О В ЗВ О О О р О В ЗОО О Я О О o d A A A 


